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ЧАСТИЧНОЕ СОХРАНЕНИЕ ЧАСТОТ И ПОКАЗАТЕЛЕЙ ФЛОКЕ

ИНВАРИАНТНЫХ ТОРОВ В ОБРАТИМОМ КОНТЕКСТЕ 2 ТЕОРИИ КАМ
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АННОТАЦИЯ. С помощью метода Эрмана изучается сохранение гладких семейств инвариантных торов
в обратимом контексте 2 теории КАМ при различных слабых условиях невырожденности. Обратимый
контекст 2— это ситуация, в которой размерность многообразия неподвижных точек обращающей
инволюции меньше половины коразмерности рассматриваемого инвариантного тора. Используемые
условия невырожденности гарантируют сохранение любых заранее выбранных подмножеств частот
невозмущенных торов и их показателей Флоке (собственных чисел матрицы коэффициентов вариаци-
онного уравнения вдоль тора).

Светлой памяти Гельмута Рюссмана,
чей вклад в теорию КАМ столь значителен и многогранен
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1. ВВЕДЕНИЕ

1.1. Обратимые контексты 1 и 2. Положения равновесия, периодические орбиты, инвариант-
ные торы, заполненные квазипериодическими движениями (условно-периодическими движениями
с рационально независимыми частотами), и их асимптотические многообразия (в частности, гомо-
клинические и гетероклинические траектории) являются ключевыми элементами конечномерной
динамики. Важность положений равновесия (инвариантных нульмерных торов) и периодических
орбит (инвариантных одномерных торов) автономных потоков была осознана еще А. Пуанкаре;
в дальнейшем А.А. Андронов и Э. Хопф подчеркивали их значение для теории бифуркаций
(см. [4, 32]). Квазипериодические движения с более чем одной базисной частотой изучает теория
Колмогорова—Арнольда—Мозера (теория КАМ), основанная в пятидесятых-шестидесятых годах
прошлого века (см. [2, 5, 10, 16, 18, 22–24, 26, 35, 38, 59]). Согласно теории КАМ, наличие канто-
ровых семейств инвариантных торов различных размерностей, заполненных квазипериодическими
движениями, типично для неинтегрируемых динамических систем. Возможные размерности торов
и количество параметров их канторовых семейств (как правило, сами эти семейства образуют
сложные иерархические конгломераты) сильно зависят от структур на фазовом пространстве, со-
храняемых данной системой.

Например, типичная автономная гамильтонова система с N степенями свободы имеет изоли-
рованные положения равновесия, однопараметрические гладкие семейства периодических орбит
(параметром является значение энергии) и n-параметрические канторовы семейства изотропных
инвариантных n-мерных торов, по которым происходят квазипериодические движения, для каж-
дого n = 2, . . . , N (см. [10,16,18,38]). Существование других типов семейств квазипериодических
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движений, заполняющих изотропные инвариантные торы, свидетельствует о наличии дополнитель-
ных симметрий системы. Между прочим, в типичном однопараметрическом семействе периодиче-
ских орбит период не является константой и может использоваться в качестве альтернативного
параметра.

В теории КАМ рассматриваются различные классы динамических систем, и искомые инва-
риантные торы могут быть связаны с соответствующими структурами на фазовом пространстве
различным образом. Поэтому иногда говорят о тех или иных контекстах теории КАМ. Из конеч-
номерных контекстов лучше всего исследованы диссипативный контекст (означающий отсутствие
каких-либо специальных структур на фазовом пространстве), контекст, сохраняющий объемы (в
котором ищутся инвариантные торы систем, сохраняющих объемы), гамильтонов изотропный кон-
текст (в котором исследуются изотропные инвариантные торы в гамильтоновых системах) и так
называемый обратимый контекст 1 (см. [8, 9, 13–17, 36, 41, 44, 45, 55]). В качестве примеров ме-
нее изученных контекстов можно привести гамильтонов коизотропный контекст (с коизотропными
инвариантными торами) и гамильтонов атропный контекст, где исследуемые инвариантные торы
атропны, т. е. не являются ни изотропными, ни коизотропными (библиографию по обоим этим кон-
текстам можно найти в [18]), а также так называемый конформно гамильтонов контекст (см. [19] и
приведенную там библиографию). Еще один пример— обратимый контекст 2, которому посвящена
настоящая работа. Напомним соответствующие определения и основные факты.

Определение 1.1 (см. [29,37,40]). Для любого множества M отображение G : M → M назы-
вается инволюцией множества M, если G2 = G ◦G— тождественное преобразование. Динамиче-
ская система называется обратимой относительно гладкой инволюции G фазового пространства
(или G-обратимой), если эта система инвариантна относительно преобразования (p, t) �→ (Gp,−t),
где p— точка фазового пространства, а t—время (т. е. если G переводит данную систему в систе-
му с обратным направлением течения времени).

В обратимой теории КАМ рассматриваются только торы, инвариантные как относительно самой
системы, так и относительно обращающей инволюции.

Лемма 1.1 (см. [15,16,40,48]). Пусть n-мерный тор T ⊂ M инвариантен относительно G-
обратимого потока на M и относительно соответствующей обращающей инволюции G.
Если движение на T квазипериодично, то на T можно ввести такую координату x ∈ T

n =
(R/2πZ)n, что динамика на T примет вид ẋ = ω, а ограничение G на T будет иметь вид
G|T : x �→ −x. Следовательно, множество неподвижных точек инволюции G|T состоит из 2n

изолированных точек (x1, . . . , xn), где каждая компонента xi, 1 � i � n, равна либо 0, либо π.

Множество FixG неподвижных точек инволюции G : M → M многообразия M является
подмногообразием M того же класса гладкости, что и сама G (см. [1, 11, 33]; отметим так-
же, что книги [1, 3, 11, 21] содержат обширную информацию о множествах неподвижных точек
инволюций различных многообразий). Однако в условиях леммы 1.1 разные точки множества
Fix(G|T ) = (FixG) ∩ T могут принадлежать компонентам связности множества FixG разных раз-
мерностей (в [8, 36] приводится несколько примеров для случая, когда n = 1). Ни одна из этих
размерностей не превышает коразмерности codim T тора T в фазовом пространстве, потому что
dim(T ∩ FixG) = 0.

Определение 1.2 (см. [15,16]). Пусть в условиях леммы 1.1 все компоненты связности множе-
ства FixG, пересекающие тор T , имеют одну и ту же размерность dG. Тогда ситуация, в которой

справедливы неравенства
1

2
cT � dG � cT (здесь cT = codim T ), называется обратимым контек-

стом 1. Противоположная ситуация, т. е. ситуация, в которой имеет место неравенство dG <
1

2
cT ,

называется обратимым контекстом 2.

Отметим, что для большинства инволюций G, встречающихся на практике, многообразие непо-
движных точек FixG непусто и все его компоненты связности имеют одну и ту же размерность,
так что dimFixG определено корректно (см. [29,37]).

Принципиальные различия между двумя обратимыми контекстами и особенности обратимого
контекста 2 подробно обсуждаются в наших предыдущих работах [47–51]. Здесь мы продемон-
стрируем эти различия лишь для тривиального случая n = 0, когда исследуемые инвариантные
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торы представляют собой положения равновесия, а их коразмерность равна размерности фазового
пространства. Эти положения равновесия должны быть инвариантны относительно обращающей
инволюции G, т. е. должны быть неподвижными точками G.

Пример 1.1. Рассмотрим инволюцию G : (u, v) �→ (u,−v) пространства R
a+b, где u ∈ R

a и
v ∈ R

b, так что FixG = {v = 0} и dimFixG = a. Система

u̇ = U(u, v), v̇ = V (u, v)

обратима относительно G тогда и только тогда, когда U нечетно по v, а V четно по v. Мы ищем
положения равновесия такой системы на плоскости FixG, т. е. такие точки u ∈ R

a, что U(u, 0) = 0
и V (u, 0) = 0. Поскольку U(u, 0) ≡ 0, искомые положения равновесия (u, 0) задаются уравнением
V (u, 0) = 0.

Здесь обратимый контекст 1 соответствует неравенству
1

2
(a+b) � a, т. е. a � b. В этом контексте

уравнение V (u, 0) = 0 в общем случае задает гладкую (a − b)-мерную поверхность в FixG. С
другой стороны, в обратимом контексте 2 (т. е. при a < b) в общем случае FixG не содержит
положений равновесия. Чтобы такие положения равновесия существовали, нужно, чтобы система
зависела по крайней мере от b−a внешних параметров. Для G-обратимой системы u̇ = U(u, v,w),
v̇ = V (u, v,w), зависящей от c-мерного внешнего параметра w, где c � b−a, в общем случае имеем
гладкую (c−b+a)-мерную поверхность положений равновесия, лежащую в произведении плоскости
FixG и пространства R

c значений параметра w.

Пусть R ∈ GL(a + b,R)—инволютивная матрица с собственным числом 1 кратности a и соб-
ственным числом −1 кратности b. Говорят, что матрица M ∈ gl(a+b,R) антикоммутирует с R, или
инфинитезимально обратима относительно R, если MR = −RM. В этом случае для каждого
собственного числа λ матрицы M число −λ также является собственным, а если еще выполняется
и неравенство b 
= a, то 0— собственное число матрицы M кратности t � |b−a| (см. [7,27,40,52]).
В общем случае t = |b− a|.

В рамках примера 1.1 рассмотрим линеаризацию G-обратимой системы в каком-либо положении
равновесия, лежащем в FixG. Если b 
= a, то у этой линеаризации есть нулевое собственное число
кратности t � |b − a| (в общем случае t = |b − a|). Ненулевые собственные числа образуют пары
(λ,−λ).
1.2. Невозмущенные системы в обратимом контексте 2. Введем следующие обозначения.
Пусть N—множество положительных целых чисел, а Z+ = N ∪ {0}. На протяжении всей ста-
тьи будем обозначать �1-норму векторов из C

s через |·|, �2-норму векторов из R
s —через ‖·‖, а

скалярное произведение двух векторов из R
s —через 〈·, ·〉. Замкнутый s-мерный шар с центром в

точке μ ∈ R
s —это множество B =

{
p ∈ R

s
∣
∣ ‖p − μ‖ � �

}
, где � > 0. Для s = 0 это определение

дает μ = 0 и B = {0} = R
0. Через Os(μ) будем обозначать произвольную окрестность точки

μ ∈ R
s. Если d ∈ N, а x, y, z, . . .—некоторые переменные, то будем писать Od(x, y, z, . . .) вместо

O
(|x|d + |y|d + |z|d + · · · ). Вместо O1(·) будем писать просто O(·).
Для любой матрицы M ∈ gl(N,R) через 0m⊕M будем обозначать блочно-диагональную матри-

цу порядка (m+N)× (m+N), первый блок которой— нулевая матрица порядка m×m, а второй
блок— матрица M. Пространство вещественных матриц размера n ×N будет обозначаться через
R
n×N , так что gl(n,R) = R

n×n.
Напомним также, что C1-гладкое отображение F : M → N гладких многообразий называется

субмерсивным в точке μ ∈ M, если dimM � dimN и ранг дифференциала отображения F равен
dimN в точке μ. В этом случае F субмерсивно в каждой точке μ′ многообразия M, достаточно
близкой к μ.

Определение 1.3. Пусть T —инвариантный n-мерный тор некоторого потока на (n+N)-мерном
многообразии. Говорят, что этот тор приводим (является тором Флоке), если в некоторой окрест-
ности T существует система координат x ∈ T

n, X ∈ ON (0), в которой сам тор T задается
уравнением X = 0, а динамическая система принимает вид Флоке ẋ = ω+O(X ), Ẋ = ΛX +O2(X )
с не зависящим от x вектором ω ∈ R

n и не зависящей от x матрицей Λ ∈ gl(N,R). Вектор ω
(он не определен однозначно) называется вектором частот тора T , а матрица Λ (она также не
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определена однозначно) называется матрицей Флоке тора T . Ее собственные числа называются
показателями Флоке тора T , а координаты (x,X ) называются координатами Флоке для тора T .

Отметим, что показатели Флоке положения равновесия (когда n = 0) — это просто собственные
числа линеаризации векторного поля в этом положении равновесия.

В подавляющем большинстве работ по теории КАМ все изучаемые инвариантные торы приво-
димы. В частности, это так во всех статьях по обратимому контексту 2 (см. [47–51]). В действи-
тельности канторовы семейства приводимых инвариантных торов в теории КАМ являются глад-
кими по Уитни. Это означает, что, хотя координаты Флоке для торов данного s-параметрического
семейства определены априори в некотором канторовом подмножестве пространства R

s, эти коор-
динаты могут быть продолжены до гладких (скажем, бесконечно дифференцируемых) функций,
определенных в открытой области пространства R

s. Ссылки на основные работы, относящиеся к
гладкости по Уитни в теории КАМ, приведены в [16,18].

Из результатов настоящей работы следует, что ситуация с приводимыми инвариантными торами
произвольной размерности n в рамках обратимого контекста 2 более или менее сходна с триви-
альным случаем n = 0 (см. пример 1.1). А именно, если коразмерность каждого тора в фазовом
пространстве равна a + b и dimFixG = a < b (где G—обращающая инволюция), то при n � 2
требуется по крайней мере b− a+ 1 внешних параметров. Точнее, b− a параметров нужны по тем
же причинам, что и при n = 0 (ср. предложение 6.1 из раздела 6 ниже), а еще один параметр ну-
жен, чтобы контролировать резонансы, включающие частоты и мнимые части показателей Флоке.
У каждого тора есть нулевой показатель Флоке кратности t � b − a (в общем случае t = b − a).
Ненулевые показатели Флоке образуют пары (λ,−λ). Если количество внешних параметров рав-
но c � b − a + 1, то мы получаем (c − b + a)-параметрическое канторово семейство инвариант-
ных торов, лежащих в произведении фазового пространства и пространства внешних параметров.
Подчеркнем, что в четырех «общепринятых» контекстах теории КАМ (в обратимом контексте 1,
гамильтоновом изотропном контексте, контексте, сохраняющем объемы, и диссипативном контек-
сте) всегда (за исключением очень особых ситуаций) достаточно одномерного внешнего параметра
(см. [9,15,16,41,44,45]).

Чтобы построить теорию КАМ для обратимого контекста 2, надо прежде всего выбрать невоз-
мущенные системы, в которых инвариантные торы образуют (c − b + a)-параметрическое гладкое
(а не канторово) семейство. Следуя [50,51], рассмотрим невозмущенные системы вида

ẋ = Ω(μ) + Δ(σ, μ) + ξ(y, z, σ, μ),

ẏ = σ + η(y, z, σ, μ),

ż =M(μ)z + ζ(y, z, σ, μ),

(1.1)

где x ∈ T
n, y ∈ Om(0), z ∈ O2p(0)—координаты на фазовом пространстве, σ ∈ Om(0) и μ ∈

Os(0)—внешние параметры (n ∈ Z+, m ∈ N, p ∈ Z+, s ∈ N), M — (2p × 2p)-матричнозначная
функция, Δ = O(σ) и, наконец, ξ = O(y, z), η = O2(y, z), ζ = O2(y, z, σ). Предполагается, что эти
системы обратимы относительно инволюции

G : (x, y, z) �→ (−x,−y,Rz), (1.2)

где R ∈ GL(2p,R)—инволютивная матрица с p-кратными собственными числами 1 и −1, причем
M(μ)R ≡ −RM(μ). Размерность пространства

{
(σ, μ)

}
внешних параметров равна m + s. Систе-

мы (1.1) «интегрируемы» в том смысле, что они T
n-эквивариантны, т. е. правая часть систем (1.1)

не зависит от угловой переменной x.
Для σ = 0 и любого значения μ система (1.1) и инволюция (1.2) имеют общий приводимый

инвариантный n-мерный тор {y = 0, z = 0} с вектором частот Ω(μ) ∈ R
n и матрицей Флоке

0m ⊕M(μ) ∈ gl(m + 2p,R). Коразмерность этого тора в фазовом пространстве равна m + 2p, а
dimFixG = p (в прежних обозначениях это значит, что a = p, b = m + p > a и c = m + s, так
что c − b + a = s). Параметр σ—это «средство борьбы» со систематическим сдвигом вдоль оси y
в G-обратимых возмущениях систем (1.1).

Замечание 1.1. Может возникнуть вопрос, почему уравнение для ż из (1.1) не содержит сла-
гаемого типа Π(σ, μ)z, где Π = O(σ) и Π(σ, μ)R ≡ −RΠ(σ, μ). Ответ простой— такое слагаемое
может быть включено в ζ(y, z, σ, μ) = O2(y, z, σ) (ср. [50, Eqs. (2.2)]).
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Замечание 1.2. В рамках так называемого апостериорного формата теорем КАМ рассматри-
ваются инвариантные торы в динамических системах, которые не предполагаются почти интегри-
руемыми ни в каком смысле (см. [26, Ch. 4] и имеющуюся в этой книге библиографию). Насколько
известно автору, к обратимым контекстам апостериорный подход еще на применялся.

1.3. Цель настоящей работы. Собственные числа матрицы M(μ) в (1.1) образуют пары (λ,−λ)
для каждого μ, и в общем случае detM(μ) 
= 0.

Определение 1.4. Пусть матрица M ∈ GL(2p,R) антикоммутирует с инволютивной матрицей
порядка 2p × 2p, имеющей p-кратные собственные числа 1 и −1. Будем говорить, что спектр
матрицы M имеет вид M(ν1, ν2, ν3;α, β), где ν1, ν2, ν3 ∈ Z+, ν1 + ν2 + 2ν3 = p, а α ∈ R

ν1+ν3 и
β ∈ R

ν2+ν3 —векторы с положительными компонентами, если detM 
= 0 и собственные числа
матрицы M имеют вид

±α1, . . . ,±αν1 , ±iβ1, . . . ,±iβν2 ,

±αν1+1 ± iβν2+1, . . . ,±αν1+ν3 ± iβν2+ν3 .

Предположим, что для любого μ ∈ Os(0) матрица M(μ) имеет простой спектр вида
M

(
ν1, ν2, ν3;α(μ), β(μ)

)
, где ν1 + ν2 + 2ν3 = p. Для σ = 0 и любого μ приводимый инвариант-

ный n-мерный тор Tμ = {y = 0, z = 0} системы (1.1) имеет m-кратный нулевой показатель Флоке
и 2p ненулевых показателей Флоке

±αj(μ), 1 � j � ν1; ±iβj(μ), 1 � j � ν2;

±αν1+j(μ)± iβν2+j(μ), 1 � j � ν3.
(1.3)

Для невозмущенных систем (1.1) могут быть сформулированы различные теоремы КАМ. Укажем
следующие четыре направления исследований.

A) Во-первых, можно доказывать так называемую «теорему-источник» (или теорему типа
Брура—Хайтэмы—Такенса), в которой предполагается, что частоты Ωi(μ), 1 � i � n, и нену-
левые показатели Флоке (1.3) невозмущенных торов зависят от μ «наиболее невырожденным»
образом, т. е. отображение

μ �→ (
Ω(μ), α(μ), β(μ)

) ∈ R
n+p (1.4)

субмерсивно. Этот случай рассмотрен в нашей статье [50]. Согласно теореме-источнику, все невоз-
мущенные торы Tμ, частоты и ненулевые показатели Флоке которых удовлетворяют подходящему
диофантову условию, сохраняются при малых G-обратимых возмущениях систем (1.1). Соответ-
ствующие возмущенные n-мерные торы имеют те же самые векторы частот и матрицы Флоке
и образуют гладкое по Уитни семейство. Субмерсивность отображения (1.4) аналогична класси-
ческому условию невырожденности Колмогорова для невозмущенных лагранжевых инвариантных
торов в гамильтоновом изотропном контексте без внешних параметров (см. [10,18,23]).

B) Во-вторых, можно рассматривать более слабые условия невырожденности, обеспечивающие
лишь частичное сохранение частот и ненулевых показателей Флоке невозмущенных торов Tμ при
малых G-обратимых возмущениях систем (1.1). Это означает, что можно установить такое соот-
ветствие между невозмущенными и возмущенными n-мерными торами, что заранее заданное под-
множество частот Ωi(μ), положительных вещественных частей αj(μ) показателей Флоке (1.3) и
положительных мнимых частей βj(μ) показателей Флоке (1.3) невозмущенных торов Tμ совпадает
с так же заданным подмножеством спектральных характеристик соответствующих возмущенных
торов. Теорема о частичном сохранении является предметом настоящей статьи. В предельном слу-
чае очень слабых условий невырожденности (условий типа Рюссмана, см. [38, 39]) возмущенные
системы по-прежнему имеют гладкое по Уитни семейство приводимых инвариантных n-мерных
торов, но нет никакого разумного способа поставить невозмущенные торы в соответствие возму-
щенным.

C) В-третьих, можно изучать ситуацию, в которой обратимые возмущения систем (1.1) неав-
тономны и зависят от времени квазипериодически с N базисными частотами. В такой задаче,
рассмотренной в нашей статье [51], возмущенные торы в расширенном фазовом пространстве
имеют размерность n+N.

D) В-четвертых, если ν2 > 0, то, возможно, есть смысл искать инвариантные (n + d)-мерные
торы Vn+d «вокруг» n-мерных торов Tμ, d = 1, . . . , ν2, как в самих системах (1.1), так и в их



ИНВАРИАНТНЫЕ ТОРЫ В ОБРАТИМОМ КОНТЕКСТЕ 2 ТЕОРИИ КАМ 521

малых G-обратимых возмущениях. Можно говорить о возбуждении эллиптических нормальных
мод (т. е. чисто мнимых показателей Флоке ±iβj(μ), 1 � j � ν2) невозмущенных торов Tμ. Эта
задача будет рассмотрена в последующих публикациях.

В обратимом контексте 1, гамильтоновом изотропном контексте, контексте, сохраняющем объ-
емы, и диссипативном контексте четыре аналогичные задачи более или менее полно изучены
(см. [9, 14–18, 41–45] и приведенную в этих работах библиографию). Соответствующие теоремы-
источники доказаны Х.В. Бруром, Г. Б. Хайтемой и Ф. Такенсом в [14, 17] (некоторые обобще-
ния содержатся в статьях [12, 13, 55] группы Брура). Условия невырожденности типа Рюссмана
использованы в [15, 16, 18, 41] (см. также исходную формулировку Рюссмана для гамильтоно-
ва изотропного контекста в [38]), общие теоремы о частичном сохранении получены в [9, 44],
квазипериодические по времени возмущения исследованы в [45], а возбуждение эллиптических
нормальных мод рассмотрено в [16,41–43].

Более того, во всех наших работах [9,15,16,18,41,44,45], посвященных четырем вышеуказанным
«общепринятым» контекстам теории КАМ, результаты в задачах типа B) и C) получены как след-
ствия соответствующих теорем-источников (этим и обусловлено название «теорема-источник»).
Основная используемая при этом редукционная техника называется методом Эрмана. Этот метод
специально приспособлен для того, чтобы строить инвариантные торы возмущений интегрируемых
или частично интегрируемых систем со слабыми условиями невырожденности. Он был предложен
в 1990 г. в докладе М.Р. Эрмана на международной конференции по динамическим системам в
Лионе (ср. [60, § 4.6.2]). Результаты типа D) в [16, 41–43] получены в основном как следствия
результатов типа B) с самыми слабыми условиями невырожденности (таким образом, их тоже
можно в конечном счете считать следствиями теорем-источников). В принципе, возбуждение эл-
липтических нормальных мод возможно только в контексте, сохраняющем объемы (для торов,
коразмерность которых в фазовом пространстве равна 2, см. [43]), в гамильтоновом изотропном
контексте (см. [16,42]) и в обратимом контексте 1 (см. [16,41]).

Грубо говоря, идея подхода Эрмана заключается в следующем. Вначале, добавляя новые внеш-
ние параметры, мы добиваемся полного контроля над частотами и показателями Флоке невозму-
щенных торов (подходящий аналог отображения (1.4) становится субмерсивным). Теперь к но-
вым системам можно применить соответствующую теорему-источник. Тогда, используя гладкость
по Уитни семейства возмущенных инвариантных торов, теорему о неявной функции и подхо-
дящую лемму из теории чисел о диофантовых приближениях на подмногообразиях евклидовых
пространств (иногда еще называемых диофантовыми приближениями зависимых величин), можно
«извлечь» информацию об инвариантных торах исходных систем (т. е. систем без дополнительных
внешних параметров). Во всей этой процедуре вся громоздкая и трудоемкая «машинерия КАМ»
требуется только для доказательства теоремы-источника; для сведения же теорем с вырождениями
к теореме-источнику эта техника уже не нужна.

В обратимом контексте 2 мы также использовали метод Эрмана в задаче C) (см. [51]), а в
настоящей статье применяем этот подход снова в ситуации B). Таким образом, настоящая работа
продолжает сформулированную в [46, 47] программу по переносу результатов, полученных в [9,
14–18,41–45], на более трудный обратимый контекст 2 без усложнения доказательств.

Замечание 1.3. Частичное сохранение частот (или их отношений) невозмущенных инвариант-
ных торов в гамильтоновом изотропном контексте впервые рассматривалось в [20, 30, 31]. Эти
работы не используют никакой редукционной техники эрмановского типа; соответственно, дока-
зательства в [20,30,31], основанные на так называемой квазилинейной бесконечной итерационной
схеме, очень сложны.

Замечание 1.4. В задачах типа D) коразмерность торов Vn+d равна m+2p−d. Следовательно,
при

1

2
(m + 2p − d) � p = dimFixG, т. е. при d � m, торы Vn+d относятся к обратимому контек-

сту 1. Таким образом, исследуя возбуждение эллиптических нормальных мод, можно перейти от
обратимого контекста 2 к контексту 1 (ср. [49]). Аналогично, изучая разрушение невозмущенных
инвариантных торов с резонансными частотами, можно перейти от обратимого контекста 1 к кон-
тексту 2 (см. [47, 49, 50]). Действительно, если резонансный инвариантный тор T G-обратимой
системы распадается на конечный набор возмущенных инвариантных торов W1, . . . ,Wl меньшей
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размерности, то возможна такая ситуация, что
1

2
codim T � dimFixG, но

1

2
codimWi > dimFixG.

Есть основания предполагать, что в обратимом контексте 2 возбуждение эллиптических нормаль-
ных мод— гораздо более сложное явление, чем в обратимом контексте 1 (однако было бы наивно
надеяться, что в обратимом контексте 2 разрушение резонансных невозмущенных торов изучать
легче, чем в обратимом контексте 1). Еще один метод «перехода» от обратимого контекста 1 к кон-
тексту 2 развивается в работе [50], доказывающей теорему-источник для обратимого контекста 2.
В [50] эта теорема получена (также рассуждениями эрмановского типа) в качестве следствия из
основного результата статьи [12], рассматривающей (в рамках обратимого контекста 1) системы с
вырожденным нормальным поведением инвариантных торов.

Замечание 1.5. В наших первых трех работах [47–49] по обратимому контексту 2 основным
средством доказательств была теория модифицирующих слагаемых Мозера (см. [5,35]).

Замечание 1.6. Подчеркнем, что на протяжении настоящей статьи слово «диссипативный»
означает «не связанный ни с какой структурой на фазовом пространстве». Например, конформно
гамильтоновы векторные поля V и конформно симплектические диффеоморфизмы A, интенсив-
но изучаемые в теории КАМ в последнее время (см. [19] и содержащуюся там библиографию),
определяются тождествами d(iV ω

2) ≡ ηω2 и A∗ω2 ≡ ±eηω2 с отличной от нуля постоянной η и
поэтому не являются диссипативными в этом смысле (здесь ω2 — симплектическая структура на
фазовом пространстве). Однако конформно гамильтоновы системы диссипативны в другом смысле
этого слова— их динамика не обладает никакими свойствами, характерными для консервативных
систем.

Как и в наших предыдущих работах по «общепринятым» контекстам теории КАМ и обратимому
контексту 2, мы рассматриваем только аналитические системы, но наши результаты (теоремы 3.1
и 3.2 ниже), несомненно, могут быть распространены на системы, регулярные по Жевре или
просто бесконечно дифференцируемые, и даже на Cr-гладкие системы с конечным (но достаточно
большим) r. Аналогично, в приведенных ниже теоремах 3.1, 3.2 и 4.1 утверждается, что семейства
аналитических возмущенных инвариантных торов являются C∞-гладкими в смысле Уитни, но эти
семейства заведомо регулярны по Жевре в смысле Уитни (ср. [55]).

План настоящей статьи следующий. В разделе 2 формулируется диофантова лемма (лемма 2.1),
которую надо использовать в процедуре Эрмана. Основной результат работы (теорема 3.1) при-
веден в разделе 3. В разделе 4 дается точная формулировка теоремы-источника для обратимого
контекста 2 (теорема 4.1) в нужной нам форме. Доказательство основного результата приведено
в разделе 5. Наконец, в разделе 6 дается строгое доказательство того факта, что для наличия
инвариантных торов в обратимом контексте 2 требуется много внешних параметров.

2. ДИОФАНТОВА ЛЕММА

Определение 2.1 (см. [9,44,45,51]). Пусть n ∈ Z+ и ν ∈ Z+. Для τ � 0, γ > 0 и L ∈ N пара
векторов

Ω ∈ R
n, β ∈ R

ν (2.1)

называется аффинно (τ, γ, L)-диофантовой, если имеет место неравенство
∣
∣〈Ω, k〉+ 〈β, �〉∣∣ � γ|k|−τ

для любого k ∈ Z
n \ {0} и любого � ∈ Z

ν , удовлетворяющего неравенству |�| � L.

Если n ∈ N, а пара векторов (2.1) аффинно (τ, γ, L)-диофантова, то, очевидно, вектор Ω ∈ R
n

(τ, γ)-диофантов в обычном смысле, так что τ � n−1. Если n = 0, то пара векторов (2.1) аффинно
(τ, γ, L)-диофантова для любых τ, γ, L, ν и β ∈ R

ν (см. [9]).

Определение 2.2 (см. [9,44,45,51]). Пусть s ∈ N, n ∈ Z+ и ν ∈ Z+. Мы будем использовать
стандартные обозначения для мультииндексов:

q! = q1!q2! · · · qs!, μq = μq11 μ
q2
2 · · ·μqss , Dq

μΩ =
∂|q|Ω

∂μq11 ∂μ
q2
2 · · · ∂μqss ,
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где q ∈ Z
s
+, μ ∈ R

s, а Ω— (векторнозначная) функция, C |q|-гладкая по переменной μ. Пусть A—
открытая область пространства R

s и Q ∈ N, L ∈ N. Рассмотрим пару CQ-гладких отображений
Ω : A → R

n, β : A → R
ν . Для положительных n введем обозначение

ρQ(μ) = min
‖e‖=1

Q
max
J=1

J ! max
‖u‖=1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

|q|=J

〈
Dq

μΩ(μ), e
〉uq

q!

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(q ∈ Z
s
+, e ∈ R

n, u ∈ R
s) при μ ∈ A. Для положительных ν введем обозначение

κQ� (μ) =
Q

max
J=1

J ! max
‖u‖=1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

|q|=J

〈
Dq

μβ(μ), �
〉uq

q!

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(q ∈ Z
s
+, u ∈ R

s) при μ ∈ A, � ∈ Z
ν . Пара отображений Ω, β называется аффинно (Q,L)-

невырожденной в точке μ ∈ A, если выполняется одно из следующих четырех условий.

1) n > 0, ν > 0, ρQ(μ) > 0 и

max
1�|q|�Q

∣
∣
∣
〈
Dq

μΩ(μ), k
〉
+
〈
Dq

μβ(μ), �
〉∣∣
∣ > 0

(q ∈ Z
s
+) для всех k ∈ Z

n и � ∈ Z
ν , удовлетворяющих неравенствам 1 � |�| � L и ‖k‖ �

κQ� (μ)
/
ρQ(μ).

2) n > 0, ν = 0 и ρQ(μ) > 0.

3) n = 0, ν > 0 и κQ� (μ) > 0 для всех � ∈ Z
ν , удовлетворяющих неравенству 1 � |�| � L.

4) n = ν = 0.

Отметим, что для любой (векторнозначной) CJ -гладкой функции H, определенной на A ⊂ R
s

(J ∈ Z+), и любых μ ∈ A и u ∈ R
s справедливо равенство

J !
∑

|q|=J

Dq
μH(μ)

uq

q!
=

dJ

dtJ
H(μ+ tu)

∣
∣
∣
∣
t=0

(q ∈ Z
s
+). Неравенство ρQ(μ) > 0 (при n > 0) означает, что пространство R

n натянуто на набор
всех

(
s+Q
s

)−1 частных производных всех порядков от 1 до Q отображения Ω, взятых в точке μ, т. е.
линейная оболочка этих производных есть R

n (свойство типа Рюссмана, см. [38]). Неравенство
κQ� (μ) > 0 (при ν > 0 для некоторого � из Zν \{0}) означает, что хотя бы одна из

(
s+Q
s

)−1 частных
производных порядков от 1 до Q отображения β, взятая в точке μ, не ортогональна �. Нетрудно
убедиться, что, если пара отображений Ω, β аффинно (Q,L)-невырождена в точке μ ∈ A, то она
аффинно (Q,L)-невырождена в любой достаточно близкой к μ точке μ′ ∈ A.

Лемма 2.1 (см. [9]). Пусть s ∈ N, n ∈ Z+, ν ∈ Z+, Q ∈ N и L ∈ N. Пусть A—откры-
тая область пространства R

s, A—подмножество области A, диффеоморфное замкнутому
s-мерному шару, а B—произвольное компактное метрическое пространство. Предположим,
что отображения

Ω : A×B → R
n и β : A×B → R

ν

являются CQ-гладкими по a ∈ A и, кроме того, все частные производные любого порядка
от 1 до Q функций Ω и β по переменным a1, . . . , as непрерывны по совокупности аргументов
(a, b) ∈ A×B (а не только по a ∈ A). Пусть пара отображений

a �→ Ω(a, b) ∈ R
n и a �→ β(a, b) ∈ R

ν (2.2)

аффинно (Q,L)-невырождена в каждой точке a ∈ A для любого фиксированного значения
b ∈ B. Тогда

(1) существует такое положительное число δ и
(2) для любых nadd ∈ Z+, ν

add ∈ Z+, любого τ∗, удовлетворяющего неравенству τ∗ �
max(0, nadd − 1), любого положительного γ∗, любого ε из интервала (0, 1) и любого τ,
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удовлетворяющего неравенствам τ > (n + nadd)Q и τ � τ∗, существует такое положи-
тельное число γ = γ0(ε, τ, γ∗), что справедливо следующее утверждение. Пусть отобра-
жения

Ω̃ : A×B → R
n и β̃ : A×B → R

ν

являются CQ-гладкими по a ∈ A и всюду в A × B все частные производные любого
порядка от 1 до Q каждой компоненты разностей Ω̃−Ω и β̃−β по переменным a1, . . . , as
по абсолютной величине меньше, чем δ. Пусть

Ωadd : B → R
nadd

и βadd : B → R
νadd (2.3)

—произвольные отображения. Тогда для любого элемента b ∈ B, для которого пара
векторов Ωadd(b), βadd(b) аффинно (τ∗, γ∗, L)-диофантова, мера Лебега множества тех
точек a ∈ A, для которых пара векторов

(
Ω̃(a, b),Ωadd(b)

)
∈ R

n+nadd
,

(
β̃(a, b), βadd(b)

)
∈ R

ν+νadd

аффинно (τ, γ, L)-диофантова, превосходит величину (1− ε)meassA.

Здесь и далее meass обозначает меру Лебега в R
s. Некоторые частные случаи леммы 2.1 сфор-

мулированы в [44,45,51].

Пример 2.1. В лемме 2.1 компактность B существенна. Например, предположим, что n ∈ N, а
пара CQ-гладких отображений

Ω0 : A → R
n и β0 : A → R

ν (2.4)

аффинно (Q,L)-невырождена в каждой точке a ∈ A. Пусть B = [1,+∞) и Ω(a, b) = Ω0(a)/b,
β(a, b) = β0(a)/b. Пара отображений (2.2) аффинно (Q,L)-невырождена в каждой точке a ∈ A для
любого фиксированного значения b ∈ B. Кроме того, предположим, что всюду в A все частные
производные любого порядка от 1 до Q каждой компоненты функций (2.4) по абсолютной величине
не превосходят некоторого числа D < +∞. Для любого δ > 0 положим c1 = max(D/δ, 1) и выберем
произвольное число c2 > c1. Рассмотрим произвольную функцию ϑ : B → R, удовлетворяющую
равенству ϑ(b) = 1 при 1 � b � c1, неравенству 0 < ϑ(b) < 1 при c1 < b < c2 и равенству ϑ(b) = 0
при b � c2 (такую функцию можно выбрать даже C∞-гладкой, но здесь в этом нет необходимости).
Положим

Ω̃(a, b) = ϑ(b)Ω(a, b) = ϑ(b)Ω0(a)/b и β̃(a, b) = ϑ(b)β(a, b) = ϑ(b)β0(a)/b. (2.5)

Поскольку
D
(
1− ϑ(b)

)

b
< δ

для любого b ∈ B, всюду в A × B все частные производные любого порядка от 1 до Q каждой
компоненты разностей Ω̃ − Ω и β̃ − β по переменной a по абсолютной величине меньше, чем δ.
Теперь положим nadd = νadd = 0, т. е. рассмотрим случай, когда отображения (2.3) отсутствуют.
Какие бы числа ε ∈ (0, 1), τ > nQ и γ > 0 ни взять, нельзя утверждать, что для любого b ∈ B мера
Лебега множества Ab, состоящего из тех точек a ∈ A, для которых пара векторов (2.5) аффинно
(τ, γ, L)-диофантова, превосходит величину (1 − ε)meassA. Действительно, Ab пусто при b � c2,
потому что при таких b оба вектора (2.5) равны нулю для каждого a.

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

В разделах 3 и 4 мы будем иногда писать {0 ∈ R
s} вместо {0} для 0 ∈ R

s.
Пусть n ∈ Z+, m ∈ N, p ∈ Z+, s ∈ N. Рассмотрим аналитическое (m + s)-параметрическое

семейство аналитических дифференциальных уравнений

ẋ = Ω(μ) + Δ(σ, μ) + ξ(y, z, σ, μ) + f(x, y, z, σ, μ),

ẏ = σ + η(y, z, σ, μ) + g(x, y, z, σ, μ),

ż =M(μ)z + ζ(y, z, σ, μ) + h(x, y, z, σ, μ),

(3.1)

где x ∈ T
n, y ∈ Om(0), z ∈ O2p(0)—координаты на фазовом пространстве, σ ∈ Om(0) и μ ∈

Os(0)—внешние параметры, M — (2p× 2p)-матричнозначная функция, Δ = O(σ) и, наконец, ξ =
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O(y, z), η = O2(y, z), ζ = O2(y, z, σ). Предполагается, что функции Ω, M, Δ, ξ, η, ζ фиксированы,
а слагаемые f, g, h—малые возмущения (ср. (1.1)). Пусть системы (3.1) обратимы относительно
инволюции (1.2) фазового пространства, где R ∈ GL(2p,R)—инволютивная матрица с p-кратными
собственными числами 1 и −1, причем M(μ)R ≡ −RM(μ), а M(0) имеет простой спектр. Можно
считать, что спектр матрицы M(μ) прост для каждого μ и имеет вид M

(
ν1, ν2, ν3;α(μ), β(μ)

)
, где

ν1 + ν2 + 2ν3 = p (см. определение 1.4). Введем обозначение ν = ν2 + ν3 ∈ Z+.
Выберем произвольные (возможно, пустые) подмножества индексов

S1 ⊂ {1; 2; . . . ;n}, S2 ⊂ {1; 2; . . . ; ν1 + ν3}, S3 ⊂ {1; 2; . . . ; ν},
T ⊂ {1; 2; . . . ; s},

удовлетворяющие условию

0 � #S1 +#S2 +#S3 = #T � min(n+ p, s− 1).

Здесь и далее # обозначает количество элементов конечного множества. Нас интересует сохра-
нение частот Ωi (невозмущенных инвариантных торов Tμ = {y = 0, z = 0} при σ = 0) с i ∈ S1,
вещественных частей αj показателей Флоке с j ∈ S2 и мнимых частей βj показателей Флоке с
j ∈ S3. Мы будем писать

Ω+ = (Ωi | i ∈ S1), Ω− = (Ωi | i /∈ S1),

α+ = (αj | j ∈ S2), α− = (αj | j /∈ S2),

β+ = (βj | j ∈ S3), β− = (βj | j /∈ S3),

μ+ = (μl | l ∈ T), μ− = (μl | l /∈ T). (3.2)

Подобная запись будет ниже использоваться (без специального упоминания) и для векторных
величин, обозначаемых буквами Ω, α, β, μ с верхними индексами или диакритическими знаками.
Положим

#S1 = d1, #S2 = d2, #S3 = d3, d1 + d2 + d3 = d = #T.

Тогда

0 � d1 � n, 0 � d2 � ν1 + ν3, 0 � d3 � ν,

0 � d � min(n+ p, s− 1). (3.3)

Для любого вектора b ∈ R
d мы будем писать

b:1 = (b1, . . . , bd1) ∈ R
d1 , b:2 = (bd1+1, . . . , bd1+d2) ∈ R

d2 , b:3 = (bd1+d2+1, . . . , bd) ∈ R
d3 .

Мы будем также использовать обозначение

P0 =
(
Ω+(0), α+(0), β+(0)

) ∈ R
d.

Теорема 3.1. Предположим, что либо d = 0, либо d > 0, и якобиан

∂(Ω+, α+, β+)

∂μ+
(3.4)

порядка d не обращается в нуль при μ = 0. Отсюда, в частности, следует, что (Ω+, α+, β+)
может быть использовано как часть новой системы координат в окрестности начала коор-
динат в R

s. Другими словами, в окрестности точки μ = 0 существует такая аналитическая
замена координат μ = μ(a, b), что

a ∈ Os−d(0), b ∈ Od(P0), μ(0,P0) = 0

и
(Ω+, α+, β+)

∣
∣
μ=μ(a,b)

≡ b,

точнее,
Ω+

(
μ(a, b)

) ≡ b:1, α+

(
μ(a, b)

) ≡ b:2, β+
(
μ(a, b)

) ≡ b:3. (3.5)

Предположим также, что замена координат μ = μ(a, b), обладающая этим свойством, может
быть выбрана так, что пара отображений

a �→ Ω−
(
μ(a, 0)

) ∈ R
n−d1 и a �→ β−

(
μ(a, 0)

) ∈ R
ν−d3 (3.6)
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аффинно (Q, 2)-невырождена в точке a = 0 для некоторого числа Q ∈ N (см. определение 2.2).
Тогда существуют такой замкнутый (s − d)-мерный шар A ⊂ R

s−d с центром в начале
координат и такой замкнутый d-мерный шар B ⊂ R

d с центром в точке P0, что выполнено
следующее. Положим

Γ =
{
μ(a, b)

∣
∣ a ∈ A, b ∈ B

} ⊂ R
s (3.7)

(0 ∈ Γ). Тогда для любой комплексной окрестности

C ⊂ (C/2πZ)n × C
2m+2p+s (3.8)

множества
T
n × {0 ∈ R

m} × {0 ∈ R
2p} × {0 ∈ R

m} × Γ, (3.9)

любого L ∈ N, любого положительного ε1, любых ε2, ε3 из интервала (0, 1), любого τ∗, удовле-
творяющего неравенству τ∗ � max(0, d1 − 1), любого положительного γ∗ и любого τ, удовле-
творяющего неравенствам τ > nQ и τ � τ∗, существуют числа δ > 0 и γ ∈ (0, γ∗], обладающие
следующими свойствами.

Предположим, что возмущающие слагаемые f, g, h в (3.1) могут быть голоморфно про-
должены в окрестность C и |f | < δ, |g| < δ, |h| < δ в C. Рассмотрим такой замкнутый
(s − d)-мерный шар Ã ⊂ A с центром в начале координат и такой замкнутый d-мерный шар
B̃ ⊂ B с центром в точке P0, что

meass−d Ã = (1− ε3)meass−dA, measd B̃ = (1− ε3)measdB, (3.10)

и положим
Γ̃ =

{
μ(a, b)

∣
∣
∣ a ∈ Ã, b ∈ B̃

}
⊂ Γ (3.11)

(0 ∈ Γ̃). Тогда существуют такие функции

Θ : Γ̃ → R
m, Ξ : Γ̃ → R

s,

Ω̃ : Γ̃ → R
n, M̃ : Γ̃ → gl(2p,R)

(3.12)

и такая замена переменных

x = x+X(x, μ),

y = y + Y 0(x, μ) + Y 1(x, μ)y + Y 2(x, μ)z,

z = z + Z0(x, μ) + Z1(x, μ)y + Z2(x, μ)z

(3.13)

(для каждого μ ∈ Γ̃), где x ∈ T
n, y ∈ Om(0), z ∈ O2p(0), что справедливы следующие утвер-

ждения.
i) Функции (3.12) являются C∞-гладкими, и всюду в Γ̃ все частные производные всех по-

рядков от 0 до L каждой компоненты функций Θ, Ξ, Ω̃ − Ω, M̃ − M по абсолютной
величине меньше, чем ε1. Если d = 0, то Ξ ≡ 0. Коэффициенты X, Y 0, Y 1, Y 2, Z0, Z1, Z2

в (3.13) являются отображениями со значениями в R
n, Rm, gl(m,R), Rm×2p, R2p, R2p×m,

gl(2p,R) соответственно. Эти отображения аналитические по x и C∞-гладкие по μ.

Всюду в T
n × Γ̃ все частные производные всех порядков от 0 до L каждой компоненты

этих отображений по абсолютной величине меньше, чем ε1.

ii) Для каждого μ ∈ Γ̃ замена переменных (3.13) коммутирует с инволюцией (1.2) в том
смысле, что в новых переменных (x, y, z) инволюция G принимает вид

G : (x, y, z) �→ (−x,−y,Rz).
Имеет место тождество M̃(μ)R ≡ −RM̃(μ).

iii) Для каждого μ ∈ Γ̃ матрица M̃(μ) имеет простой спектр вида M
(
ν1, ν2, ν3; α̃(μ), β̃(μ)

)

(см. определение 1.4), и в Γ̃ выполняются тождества

Ω̃+ ≡ Ω+, α̃+ ≡ α+, β̃+ ≡ β+. (3.14)
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iv) Для любой точки b ∈ B̃, для которой пара векторов b:1 ∈ R
d1 , b:3 ∈ R

d3 аффинно (τ∗, γ∗, 2)-
диофантова (см. определение 2.1), существует множество Gb ⊂ Ã, удовлетворяющее
следующим условиям.
(a) meass−d Gb > (1− ε2)meass−d Ã.

(b) Для любой точки a ∈ Gb пара векторов Ω̃(μ0) ∈ R
n, β̃(μ0) ∈ R

ν аффинно (τ, γ, 2)-
диофантова, где μ0 = μ(a, b).

(c) Для любой точки a ∈ Gb возмущенная система (3.1) с μ = μ0 + Ξ(μ0) и σ = Θ(μ0)
после замены координат (3.13) с μ = μ0 принимает вид

ẋ = Ω̃(μ0) +O(y, z), ẏ = O2(y, z), ż = M̃(μ0)z +O2(y, z). (3.15)

Замечание 3.1. Легко показать, что при d1 ∈ N мера Лебега measd множества тех точек b ∈ B̃,
для которых пара векторов b:1 ∈ R

d1 , b:3 ∈ R
d3 не является аффинно (τ∗, γ∗, 2)-диофантовой, для

любого фиксированного τ∗ > d1 − 1 стремится к 0 при γ∗ → 0. Если d1 = 0, то это множество
пусто при любых τ∗ � 0 и γ∗ > 0.

Итак, рассмотрим произвольную точку μ� = μ(a�, b�) из Γ̃, для которой пара векторов b�:1 =
Ω+(μ

�) ∈ R
d1 , b�:3 = β+(μ

�) ∈ R
d3 аффинно (τ∗, γ∗, 2)-диофантова (см. (3.5)). Невозмущенные

инвариантные n-мерные торы Tμ, μ ∈ Γ, для которых

Ω+(μ) = Ω+(μ
�), α+(μ) = α+(μ

�), β+(μ) = β+(μ
�), (3.16)

образуют (s−d)-параметрическое гладкое семейство: равенства (3.16) равносильны существованию
такого a ∈ A, что μ = μ(a, b�). Теперь выберем любое a ∈ Gb� и обозначим μ(a, b�) через μ0.
Возмущенная система (3.1) со сдвинутыми значениями параметров μ = μ0 + Ξ(μ0), σ = Θ(μ0) и
инволюция (1.2) имеют общий приводимый инвариантный n-мерный тор {y = 0, z = 0} с вектором
частот Ω̃(μ0) и матрицей Флоке 0m ⊕ M̃(μ0) (см. (3.15)). Согласно (3.14) и (3.16), частоты Ω̃i(μ

0)

этого тора, положительные вещественные части α̃j(μ
0) и положительные мнимые части β̃j(μ0) его

показателей Флоке удовлетворяют соотношениям

Ω̃+(μ
0) = Ω+(μ

0) = Ω+(μ
�),

α̃+(μ
0) = α+(μ

0) = α+(μ
�),

β̃+(μ
0) = β+(μ

0) = β+(μ
�).

Все эти возмущенные торы образуют (s − d)-параметрическое канторово семейство (параметром
является точка a ∈ Gb�). Тор {y = 0, z = 0} аналитичен и зависит от (a, b�) бесконечно дифферен-
цируемым образом в смысле Уитни.

Такое частичное сохранение частот, а также вещественных и мнимых частей показателей Флоке
невозмущенных торов Tμ обеспечено по существу двумя условиями невырожденности: условием
типа Брура—Хайтемы—Такенса (см. [14, 17]), наложенным на компоненты Ω+, α+, β+, подлежа-
щие сохранению (якобиан (3.4) не обращается в нуль для μ ∈ R

s в окрестности 0), и условием
типа Рюссмана (см. [38]), наложенным на компоненты Ω−, β− (пара отображений (3.6) аффинно
(Q, 2)-невырождена для a ∈ R

s−d в окрестности 0). Второе условие требует положительности s−d,
поэтому в теореме 3.1 мы предполагаем, что d � s− 1, хотя ограничение d � min(n+ p, s) в (3.3)
может показаться более «естественным», чем ограничение d � min(n+ p, s− 1).

В преобразовании координат (3.13) слагаемые X, Y 0 и Z0 отвечают за инвариантность тора
{y = 0, z = 0}, а слагаемые Y 1y, Y 2z, Z1y и Z2z— за его приводимость, т. е. за вариационное
уравнение вдоль {y = 0, z = 0} (см. подробности в [51]).

Замечание 3.2. Векторы частот невозмущенных инвариантных торов Tμ = {y = 0, z = 0}
систем (1.1) суть Ω(μ), и в общем случае некоторые из этих торов резонансны, а некоторые— нет.
Теорема 3.1 (даже при d = 0) показывает, что малые типичные G-обратимые возмущения этих
систем сохраняют семейство торов Tμ, но делают его канторовым (для n � 2—при умеренных
условиях невырожденности). Таким образом, обратимый контекст 2 подпадает под эвристический
принцип, сформулированный в [15, Sec. 2] и [16, § 1.4.1].



528 М.Б. СЕВРЮК

В четырех «общепринятых» контекстах теории КАМ (в обратимом контексте 1, гамильтоновом
изотропном контексте, контексте, сохраняющем объемы, и диссипативном контексте) мы име-
ли следующую картину (см. [9, 15, 16, 41, 44]): если дифференциальные уравнения зависят от c
внешних параметров, а приводимые инвариантные торы образуют s-параметрическое канторово
семейство в произведении фазового пространства и пространства внешних параметров, то всегда
s � c и любой тор имеет s−c нулевых показателей Флоке (если s = c, то c должно быть не меньше,
чем 1). В обратимом контексте 2, наоборот, справедливо неравенство c > s и любой тор имеет c−s
нулевых показателей Флоке. Действительно, в рамках теоремы 3.1 c = m + s, s = s и любой тор
имеет нулевой показатель Флоке кратности m. Во всех пяти контекстах каждый возмущенный тор
имеет |s− c| нулевых показателей Флоке.

Замечание 3.3. Для гамильтонова изотропного контекста и обратимого контекста 1 есть ре-
зультаты о сохранении частот, в которых условие невырожденности формулируется не в терми-
нах ранга некоторой матрицы типа Якоби, а в терминах топологической степени Брауэра. Для
обратимых систем такие результаты получены в работах [28, 56–58]. Что же касается гамильто-
новых систем, мы ограничимся статьями [59, 61] (см. также имеющуюся там библиографию). В
работах [28, 56, 58, 61] применяется подход Эрмана. В [25] представлен обзор некоторых наборов
условий невырожденности для гамильтонова изотропного контекста и обратимого контекста 1.

Если d = 0, то теорема 3.1 не гарантирует сохранения ни одной из частот и ни одного из пока-
зателей Флоке невозмущенных торов (это— ситуация типа Рюссмана, см. [38, 39]). Простейший
случай, когда d = 0 и p = 0, исследован в [50, Sec. 5]. Поскольку случай нулевого d очень важен,
мы представим его в виде отдельной теоремы. Снова рассмотрим систему (3.1) дифференциальных
уравнений.

Теорема 3.2. Пусть пара отображений

μ �→ Ω(μ) ∈ R
n и μ �→ β(μ) ∈ R

ν

аффинно (Q, 2)-невырождена в точке μ = 0 для некоторого числа Q ∈ N (см. определение 2.2).
Тогда существует такой замкнутый s-мерный шар Γ ⊂ R

s с центром в начале координат,
что для любой комплексной окрестности (3.8) множества (3.9), любого L ∈ N, любого поло-
жительного ε1, любых ε2, ε3 из интервала (0, 1) и любого τ > nQ существуют положительные
числа δ и γ, обладающие следующими свойствами.

Предположим, что возмущающие слагаемые f, g, h в (3.1) могут быть голоморфно продол-
жены в окрестность C и |f | < δ, |g| < δ, |h| < δ в C. Рассмотрим такой замкнутый s-мерный
шар Γ̃ ⊂ Γ с центром в начале координат, что

meass Γ̃ = (1− ε3)meass Γ.

Тогда существуют такие функции

Θ : Γ̃ → R
m, Ω̃ : Γ̃ → R

n, M̃ : Γ̃ → gl(2p,R) (3.17)

и такая замена переменных (3.13) (для каждого μ ∈ Γ̃), где x ∈ T
n, y ∈ Om(0), z ∈ O2p(0), что

справедливы следующие утверждения.
i) Функции (3.17) являются C∞-гладкими, и всюду в Γ̃ все частные производные всех по-

рядков от 0 до L каждой компоненты функций Θ, Ω̃−Ω, M̃−M по абсолютной величине
меньше, чем ε1. Коэффициенты X, Y 0, Y 1, Y 2, Z0, Z1, Z2 в (3.13) являются отображени-
ями со значениями в R

n, Rm, gl(m,R), Rm×2p, R2p, R2p×m, gl(2p,R) соответственно. Эти
отображения аналитические по x и C∞-гладкие по μ. Всюду в T

n× Γ̃ все частные произ-
водные всех порядков от 0 до L каждой компоненты этих отображений по абсолютной
величине меньше, чем ε1.

ii) Для каждого μ ∈ Γ̃ замена переменных (3.13) коммутирует с инволюцией (1.2). Имеет
место тождество M̃(μ)R ≡ −RM̃(μ).

iii) Для каждого μ ∈ Γ̃ матрица M̃(μ) имеет простой спектр вида M
(
ν1, ν2, ν3; α̃(μ), β̃(μ)

)

(см. определение 1.4).
iv) Существует множество G ⊂ Γ̃, удовлетворяющее следующим условиям.
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(a) meass G > (1− ε2)meass Γ̃.

(b) Для любой точки μ ∈ G пара векторов Ω̃(μ) ∈ R
n, β̃(μ) ∈ R

ν аффинно (τ, γ, 2)-
диофантова (см. определение 2.1).

(c) Для любой точки μ ∈ G возмущенная система (3.1) с σ = Θ(μ) после замены коорди-
нат (3.13) принимает вид

ẋ = Ω̃(μ) +O(y, z), ẏ = O2(y, z), ż = M̃(μ)z +O2(y, z). (3.18)

Таким образом, для любого μ ∈ G возмущенная система (3.1) и инволюция (1.2) имеют общий
аналитический приводимый инвариантный n-мерный тор {y = 0, z = 0} с вектором частот Ω̃(μ) и
матрицей Флоке 0m ⊕ M̃(μ) (см. (3.18)). Все такие торы образуют s-параметрическое бесконечно
дифференцируемое в смысле Уитни семейство.

4. ТЕОРЕМА-ИСТОЧНИК В ОБРАТИМОМ КОНТЕКСТЕ 2

Содержание этого раздела почти полностью совпадает с содержанием [51, Sec. 4]; настоящий
раздел включен в статью для того, чтобы изложение имело законченный вид. Чтобы «сделать»
отображение (1.4) субмерсивным, заменим Ω(μ) + Δ(σ, μ) на независимый внешний параметр
ω ∈ R

n и предположим, что отображение

μ �→ (
α(ω, μ), β(ω, μ)

) ∈ R
p

(где M зависит от ω) субмерсивно для фиксированного ω.
Пусть n ∈ Z+, m ∈ N, p ∈ Z+, s ∈ Z+ и ω� ∈ R

n. Рассмотрим аналитическое (m + n + s)-
параметрическое семейство аналитических дифференциальных уравнений

ẋ = ω + ξ(y, z, σ, ω, μ) + f(x, y, z, σ, ω, μ),

ẏ = σ + η(y, z, σ, ω, μ) + g(x, y, z, σ, ω, μ),

ż =M(ω, μ)z + ζ(y, z, σ, ω, μ) + h(x, y, z, σ, ω, μ),

(4.1)

где x ∈ T
n, y ∈ Om(0), z ∈ O2p(0)—координаты на фазовом пространстве, σ ∈ Om(0), ω ∈ On(ω�),

μ ∈ Os(0)—внешние параметры, M — (2p× 2p)-матричнозначная функция и, наконец, ξ = O(y, z),
η = O2(y, z), ζ = O2(y, z, σ). Предполагается, что функции M, ξ, η, ζ фиксированы, а слагаемые f,
g, h—малые возмущения. Пусть системы (4.1) обратимы относительно инволюции (1.2) фазового
пространства, где R ∈ GL(2p,R)—инволютивная матрица с p-кратными собственными числами
1 и −1, причем M(ω, μ)R ≡ −RM(ω, μ), а M(ω�, 0) имеет простой спектр. Можно считать, что
спектр матрицы M(ω, μ) прост для любых ω и μ и имеет вид M

(
ν1, ν2, ν3;α(ω, μ), β(ω, μ)

)
, где ν1+

ν2+2ν3 = p (см. определение 1.4). Будем по-прежнему использовать обозначение ν = ν2 + ν3 ∈ Z+.

Теорема 4.1 (см. [50]). Предположим, что отображение

μ �→ (
α(ω�, μ), β(ω�, μ)

) ∈ R
p

субмерсивно в начале координат μ = 0 (а значит, s � p). Тогда существует такая окрест-
ность O ⊂ R

n+s точки (ω�, 0), что для любого замкнутого множества Γ ⊂ O, диффеоморфно-
го (n+ s)-мерному шару и содержащего точку (ω�, 0) внутри себя, выполнено следующее. Для
любой комплексной окрестности

C ⊂ (C/2πZ)n × C
2m+2p+n+s

множества
T
n × {0 ∈ R

m} × {0 ∈ R
2p} × {0 ∈ R

m} × Γ,

любого L ∈ N, любого положительного ε, любого τ, удовлетворяющего неравенству τ > n− 1
(а при n = 0—неравенству τ � 0), и любого положительного γ существует положительное
число δ, обладающее следующими свойствами.

Предположим, что возмущающие слагаемые f, g, h в (4.1) могут быть голоморфно продол-
жены в окрестность C и |f | < δ, |g| < δ, |h| < δ в C. Тогда для каждого (ω0, μ0) ∈ Γ существуют
такие точки

v(ω0, μ0) ∈ R
m, u(ω0, μ0) ∈ R

n, w(ω0, μ0) ∈ R
s (4.2)
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и такая замена переменных

x = x+X(x, ω0, μ0),

y = y + Y 0(x, ω0, μ0) + Y 1(x, ω0, μ0)y + Y 2(x, ω0, μ0)z,

z = z + Z0(x, ω0, μ0) + Z1(x, ω0, μ0)y + Z2(x, ω0, μ0)z,

(4.3)

где x ∈ T
n, y ∈ Om(0), z ∈ O2p(0), что справедливы следующие утверждения.

(1) Функции u, v, w в (4.2) являются C∞-гладкими по совокупности переменных (ω0, μ0),
и всюду в Γ все частные производные всех порядков от 0 до L каждой компоненты
этих функций по абсолютной величине меньше, чем ε. Коэффициенты X, Y 0, Y 1, Y 2, Z0,
Z1, Z2 в (4.3) являются отображениями со значениями в R

n, Rm, gl(m,R), Rm×2p, R2p,
R
2p×m, gl(2p,R) соответственно. Эти отображения аналитические по x и C∞-гладкие

по (ω0, μ0). Всюду в T
n × Γ все частные производные всех порядков от 0 до L каждой

компоненты этих отображений по абсолютной величине меньше, чем ε.
(2) Для каждого (ω0, μ0) ∈ Γ замена переменных (4.3) коммутирует с инволюцией (1.2).
(3) Для любой точки (ω0, μ0) ∈ Γ, для которой пара векторов ω0 ∈ R

n, β(ω0, μ0) ∈ R
ν аффин-

но (τ, γ, 2)-диофантова (см. определение 2.1), система (4.1) со значениями параметров

σ = v(ω0, μ0), ω = ω0 + u(ω0, μ0), μ = μ0 + w(ω0, μ0) (4.4)

после преобразования координат (4.3) принимает вид

ẋ = ω0 +O(y, z), ẏ = O2(y, z), ż =M(ω0, μ0)z +O2(y, z). (4.5)

Фактически теорема 4.1 является частным случаем основного результата работы [50] (см.
обсуждение в [51]). Рассмотрим произвольную точку (ω0, μ0) ∈ Γ, для которой пара векторов
ω0 ∈ R

n, β(ω0, μ0) ∈ R
ν аффинно (τ, γ, 2)-диофантова. Возмущенная система (4.1) со сдвинутыми

значениями (4.4) параметров имеет приводимый инвариантный n-мерный тор {y = 0, z = 0} с тем
же самым вектором частот ω0 и той же самой матрицей Флоке 0m ⊕M(ω0, μ0) (см. (4.5)), что
и у приводимого инвариантного n-мерного тора {y = 0, z = 0} системы (4.1) без слагаемых f, g, h
(невозмущенной системы) при значениях параметров σ = 0, ω = ω0, μ = μ0. Тор {y = 0, z = 0}
аналитичен, инвариантен относительно инволюции (1.2) и зависит от (ω0, μ0) бесконечно диффе-
ренцируемым образом в смысле Уитни.

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3.1

Наша цель— вывести теорему 3.1 из теоремы 4.1, следуя общей схеме эрмановского типа (см.
аналогичную редукционную технику для «общепринятых» контекстов теории КАМ в [9]). Пусть
системы (3.1) удовлетворяют условиям теоремы 3.1. Поскольку M(μ) аналитически зависит от
μ, а M(0) имеет простой спектр, можно ввести такой дополнительный параметр χ ∈ OS(0) для
подходящего S ∈ Z+ и построить такое аналитическое семействоMnew(μ, χ) вещественных матриц
порядка 2p× 2p, что будут справедливы следующие утверждения.

(1) Mnew(μ, 0) ≡ M(μ) и Mnew(μ, χ)R ≡ −RMnew(μ, χ). Как следствие, можно считать, что для
любых μ и χ матрица Mnew(μ, χ) имеет простой спектр вида

M
(
ν1, ν2, ν3;α

new(μ, χ), βnew(μ, χ)
)
,

где αnew(μ, 0) ≡ α(μ) и βnew(μ, 0) ≡ β(μ).
(2) Отображение

(μ, χ) �→ (
αnew(μ, χ), βnew(μ, χ)

) ∈ R
p

субмерсивно в точке μ = 0, χ = 0 (а значит, s+ S � p).

Существование (2p × 2p)-матричнозначной функции Mnew, удовлетворяющей этим условиям,
непосредственно следует из теории нормальных форм и версальных деформаций инфинитезималь-
но обратимых матриц (см. [7,27,52]). Такую функцию всегда можно построить уже при S = p.
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Теперь введем еще один дополнительный параметр ω ∈ On

(
Ω(0)

)
и рассмотрим аналитическое

(m+ s+ S + n)-параметрическое семейство аналитических дифференциальных уравнений

ẋ = ω + ξ(y, z, σ, μ) + f(x, y, z, σ, μ),

ẏ = σ + η(y, z, σ, μ) + g(x, y, z, σ, μ),

ż =Mnew(μ, χ)z + ζ(y, z, σ, μ) + h(x, y, z, σ, μ).

(5.1)

Системы (5.1) обратимы относительно инволюции (1.2) и удовлетворяют всем условиям теоре-
мы 4.1, при этом Ω(0), s+ S, (μ, χ), Mnew играют роль ω�, s, μ, M соответственно.

Рассмотрим замкнутый шар A ⊂ R
s−d с центром в начале координат, замкнутый шар B ⊂ R

d

с центром в точке P0, замкнутый шар Γ1 ⊂ R
S с центром в начале координат и замкнутый

шар Γ2 ⊂ R
n с центром в точке Ω(0). Если шары A и B достаточно малы, то множество Γ(3.7)

определено корректно (и диффеоморфно замкнутому s-мерному шару). Согласно теореме 4.1, если
все четыре шара A, B, Γ1, Γ2 достаточно малы, то для любой комплексной окрестности (3.8)
множества (3.9), любого L ∈ N, любого τ, удовлетворяющего неравенству τ > n−1 (а при n = 0—
неравенству τ � 0), и любого положительного γ справедливо следующее утверждение.

Предположим, что возмущающие слагаемые f, g, h в (3.1) и (5.1) могут быть голоморфно
продолжены в окрестность (3.8) и достаточно малы в (3.8). Тогда для любых μ0 ∈ Γ, χ0 ∈ Γ1 и
ω0 ∈ Γ2 существуют такие точки

v(ω0, μ0, χ0) ∈ R
m, u(ω0, μ0, χ0) ∈ R

n,

w(ω0, μ0, χ0) ∈ R
s, W (ω0, μ0, χ0) ∈ R

S (5.2)

и такая замена переменных

x = x+ X(x, ω0, μ0, χ0),

y = y +Y0(x, ω0, μ0, χ0) +Y1(x, ω0, μ0, χ0)y +Y2(x, ω0, μ0, χ0)z,

z = z + Z0(x, ω0, μ0, χ0) + Z1(x, ω0, μ0, χ0)y + Z2(x, ω0, μ0, χ0)z,

(5.3)

где x ∈ T
n, y ∈ Om(0), z ∈ O2p(0), что выполнено следующее.

Во-первых, функции u, v, w, W в (5.2) являются C∞-гладкими. Коэффициенты X, Y0, Y1, Y2,
Z0, Z1, Z2 в (5.3) аналитические по переменной x и C∞-гладкие по совокупности переменных
(ω0, μ0, χ0). Все отображения u, v, w, W, X, Y0, Y1, Y2, Z0, Z1, Z2 малы в CL-топологии.

Во-вторых, для любых μ0 ∈ Γ, χ0 ∈ Γ1 и ω0 ∈ Γ2 замена переменных (5.3) коммутирует с
инволюцией (1.2).

В-третьих, для любых точек μ0 ∈ Γ, χ0 ∈ Γ1 и ω0 ∈ Γ2, для которых пара векторов ω0 ∈ R
n,

βnew(μ0, χ0) ∈ R
ν аффинно (τ, γ, 2)-диофантова, система (5.1) со значениями параметров

σ = v(ω0, μ0, χ0), ω = ω0 + u(ω0, μ0, χ0),

μ = μ0 + w(ω0, μ0, χ0), χ = χ0 +W (ω0, μ0, χ0)
(5.4)

после преобразования координат (5.3) принимает вид

ẋ = ω0 +O(y, z), ẏ = O2(y, z), ż =Mnew(μ0, χ0)z +O2(y, z). (5.5)

Можно считать, что шары A и B настолько малы, что Ω(Γ) лежит во внутренности шара Γ2.
Если функции u, v, w, W достаточно малы, то систему уравнений

ω + u(ω, μ, χ) = Ω
(
μ+ w(ω, μ, χ)

)
+Δ

(
v(ω, μ, χ), μ+ w(ω, μ, χ)

)
,

χ+W (ω, μ, χ) = 0
(5.6)

при μ ∈ Γ можно решить относительно ω и χ:

ω = ϕ(μ), χ = ψ(μ),

где ϕ : Γ → Γ2 и ψ : Γ → Γ1 —бесконечно дифференцируемые функции, близкие в CL-топологии к
Ω и 0 соответственно. Ключевое наблюдение состоит в том, что для любого μ0 ∈ Γ система (5.1)
при значениях параметров (5.4), где ω0 = ϕ(μ0) и χ0 = ψ(μ0), совпадает с исходной системой (3.1)
при значениях параметров

σ = v(ω0, μ0, χ0), μ = μ0 + w(ω0, μ0, χ0).
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Действительно, если ω0 = ϕ(μ0) и χ0 = ψ(μ0), то из уравнений (5.6) следует, что значения
параметров σ, ω, μ, χ, заданные выражениями (5.4), удовлетворяют соотношениям

ω = Ω(μ) + Δ(σ, μ), χ = 0.

Пусть ε3 ∈ (0, 1). Рассмотрим такой замкнутый (s − d)-мерный шар A′ ⊂ A с центром в начале
координат и такой замкнутый d-мерный шар B′ ⊂ B с центром в точке P0, что

meass−dA
′ = (1− ε3)

1/2meass−dA, measdB
′ = (1− ε3)

1/2measdB,

и положим
Γ′ =

{
μ(a, b)

∣
∣ a ∈ A′, b ∈ B′} ⊂ Γ

(0 ∈ Γ′). Если функции u, v, w, W достаточно малы, то уравнение

μ = μ0 + w
(
ϕ(μ0), μ0, ψ(μ0)

)

при μ ∈ Γ′ можно решить относительно μ0:

μ0 = Υ(μ),

где Υ : Γ′ → Γ—бесконечно дифференцируемая функция, близкая в CL-топологии к тождествен-
ному отображению μ �→ μ.

Мы пришли к следующему выводу. Для любой точки μ ∈ Γ′ положим

μ0 = Υ(μ), ω0 = ϕ
(
Υ(μ)

)
, χ0 = ψ

(
Υ(μ)

)
.

Если пара векторов ω0, β
new(μ0, χ0) аффинно (τ, γ, 2)-диофантова, то исходная система (3.1) со

значениями параметров μ и σ = v(ω0, μ0, χ0) после преобразования координат (5.3) принимает
вид (5.5).

Введем функции

Ω̂(μ) = ϕ
(
Υ(μ)

)
,

Ψ(μ) = ψ
(
Υ(μ)

)
,

M̂(μ) =Mnew
(
Υ(μ),Ψ(μ)

)
,

α̂(μ) = αnew
(
Υ(μ),Ψ(μ)

)
,

β̂(μ) = βnew
(
Υ(μ),Ψ(μ)

)
,

Θ̂(μ) = v
(
Ω̂(μ),Υ(μ),Ψ(μ)

)

для μ ∈ Γ′ и функции

X̂(x, μ) = X
(
x, Ω̂(μ),Υ(μ),Ψ(μ)

)
,

Ŷ r(x, μ) = Yr
(
x, Ω̂(μ),Υ(μ),Ψ(μ)

)
, r = 0, 1, 2,

Ẑr(x, μ) = Zr
(
x, Ω̂(μ),Υ(μ),Ψ(μ)

)
, r = 0, 1, 2

для x ∈ T
n и μ ∈ Γ′. Отображения Ω̂, Ψ, M̂ , α̂, β̂, Θ̂ являются C∞-гладкими, причем функции

Ω̂−Ω, Ψ, M̂−M, α̂−α, β̂−β, Θ̂ малы в CL-топологии. Для любого μ ∈ Γ′ справедливо соотношение

M̂(μ)R = −RM̂(μ), а (2p×2p)-матрица M̂(μ) имеет простой спектр вида M
(
ν1, ν2, ν3; α̂(μ), β̂(μ)

)
.

Коэффициенты X̂, Ŷ 0, Ŷ 1, Ŷ 2, Ẑ0, Ẑ1, Ẑ2 являются аналитическими по x ∈ T
n, C∞-гладкими по

μ ∈ Γ′ и малыми в CL-топологии, если возмущающие слагаемые f, g, h в (3.1) достаточно малы.
Вывод, к которому мы пришли на данный момент, можно переформулировать следующим обра-

зом. Если пара векторов Ω̂(μ) ∈ R
n, β̂(μ) ∈ R

ν аффинно (τ, γ, 2)-диофантова при некотором μ ∈ Γ′,
то система (3.1) с параметрами μ и σ = Θ̂(μ) после G-коммутирующей замены координат

x = x+ X̂(x, μ),

y = y + Ŷ 0(x, μ) + Ŷ 1(x, μ)y + Ŷ 2(x, μ)z,

z = z + Ẑ0(x, μ) + Ẑ1(x, μ)y + Ẑ2(x, μ)z,
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где x ∈ T
n, y ∈ Om(0), z ∈ O2p(0), принимает вид

ẋ = Ω̂(μ) +O(y, z), ẏ = O2(y, z), ż = M̂(μ)z +O2(y, z).

Рассмотрим такие замкнутые (s − d)-мерные шары Ã ⊂ A′′ ⊂ A′ с центром в начале координат
и такой замкнутый d-мерный шар B̃ ⊂ B′ с центром в точке P0, что

meass−dA
′′ = (1− ε3)

3/4meass−dA

и имеют место соотношения (3.10). Определим множества Γ̃ ⊂ Γ′′ ⊂ Γ′ при помощи уравнения

Γ′′ =
{
μ(a, b)

∣
∣
∣ a ∈ A′′, b ∈ B̃

}

(0 ∈ Γ′′) и уравнения (3.11). Пусть шары A и B настолько малы, что в Γ якобиан (3.4) нигде не
обращается в нуль при d � 1. Тогда систему уравнений

Ω̂+(μ
∗
+, μ−) = Ω+(μ+, μ−),

α̂+(μ
∗
+, μ−) = α+(μ+, μ−),

β̂+(μ
∗
+, μ−) = β+(μ+, μ−)

можно решить относительно μ∗+ при μ = (μ+, μ−) ∈ Γ′′, если функции u, v, w, W достаточно
малы:

μ∗+ = μ+ + Ξ+(μ+, μ−) = μ+ + Ξ+(μ),

где Ξ+ : Γ′′ → R
d —бесконечно дифференцируемая функция, малая в CL-топологии. «Дополним»

отображение Ξ+ нулевой функцией Ξ− : Γ′′ → R
s−d так, чтобы имели место соотношения

Ξ+ = (Ξl | l ∈ T), Ξ− = (Ξl | l /∈ T)

для отображения Ξ = (Ξ+,Ξ−) : Γ′′ → R
s (ср. (3.2)). Если d = 0, то Ξ ≡ 0. Если μ ∈ Γ′′, то

μ+ Ξ(μ) ∈ Γ′ и

Ω̂+

(
μ+ Ξ(μ)

)
= Ω+(μ),

α̂+

(
μ+ Ξ(μ)

)
= α+(μ),

β̂+
(
μ+ Ξ(μ)

)
= β+(μ).

Теперь положим

Ω̃(μ) = Ω̂
(
μ+ Ξ(μ)

)
,

M̃(μ) = M̂
(
μ+ Ξ(μ)

)
,

α̃(μ) = α̂
(
μ+ Ξ(μ)

)
,

β̃(μ) = β̂
(
μ+ Ξ(μ)

)
,

Θ(μ) = Θ̂
(
μ+ Ξ(μ)

)

для μ ∈ Γ′′ и

X(x, μ) = X̂
(
x, μ+ Ξ(μ)

)
,

Y r(x, μ) = Ŷ r
(
x, μ+ Ξ(μ)

)
, r = 0, 1, 2,

Zr(x, μ) = Ẑr
(
x, μ+ Ξ(μ)

)
, r = 0, 1, 2

для x ∈ T
n и μ ∈ Γ′′. Отображения Ξ, Ω̃, M̃ , α̃, β̃, Θ являются C∞-гладкими, причем функции Ξ,

Ω̃−Ω, M̃−M, α̃−α, β̃−β, Θ малы в CL-топологии. Для любого μ ∈ Γ′′ справедливо соотношение

M̃(μ)R = −RM̃(μ), а (2p×2p)-матрица M̃(μ) имеет простой спектр вида M
(
ν1, ν2, ν3; α̃(μ), β̃(μ)

)
.

В Γ′′ выполнены тождества (3.14). Коэффициенты X, Y 0, Y 1, Y 2, Z0, Z1, Z2 являются анали-
тическими по x ∈ T

n, C∞-гладкими по μ ∈ Γ′′ и малыми в CL-топологии, если возмущающие
слагаемые f, g, h в (3.1) достаточно малы. Для любого μ ∈ Γ′′ замена переменных (3.13) комму-
тирует с инволюцией (1.2).
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Для любого μ0 ∈ Γ′′, для которого пара векторов Ω̃(μ0), β̃(μ0) аффинно (τ, γ, 2)-диофантова,
система (3.1) при значениях параметров μ = μ0+Ξ(μ0) и σ = Θ(μ0) после замены координат (3.13),
где μ = μ0, принимает вид (3.15).

Пара отображений (3.6) аффинно (Q, 2)-невырождена в точке a = 0. Можно считать, что шары
A и B (а значит, и шары Ã и B̃) настолько малы, что для любого фиксированного значения b ∈ B̃
пара отображений

a �→ Ω−
(
μ(a, b)

) ∈ R
n−d1 и a �→ β−

(
μ(a, b)

) ∈ R
ν−d3 (5.7)

аффинно (Q, 2)-невырождена в каждой точке a ∈ Ã. Теперь можно применить диофантову лем-
му 2.1, при этом

• s− d � 1, n− d1, ν − d3, d1, d3 и 2 играют роль s, n, ν, nadd, νadd и L соответственно,
• B̃, Ã и внутренность A′′ играют роль B, A и A соответственно,
• отображения (5.7) играют роль отображений (2.2),
• отображения b �→ b:1 ∈ R

d1 и b �→ b:3 ∈ R
d3 играют роль отображений Ωadd и βadd соответ-

ственно,
• ε2 играет роль ε.

Согласно лемме 2.1, если L � Q, а разности Ω̃−Ω и β̃−β достаточно малы в Γ′′ в CL-топологии,
то справедливо следующее утверждение. Пусть ε2 ∈ (0, 1), τ∗ � max(0, d1 − 1) и γ∗ > 0. Предпо-
ложим, что τ > nQ, τ � τ∗, а γ достаточно мало: 0 < γ � γ0(ε2, τ, γ∗). Тогда для любой точки
b ∈ B̃, для которой пара векторов b:1 ∈ R

d1 , b:3 ∈ R
d3 аффинно (τ∗, γ∗, 2)-диофантова, мера Лебега

meass−d множества Gb тех точек a ∈ Ã, для которых пара векторов Ω̃
(
μ(a, b)

) ∈ R
n, β̃

(
μ(a, b)

) ∈ R
ν

аффинно (τ, γ, 2)-диофантова, превосходит величину (1− ε2)meass−d Ã. Действительно, обозначая
μ(a, b) через μ0 и учитывая тождества (3.5) и (3.14), получаем соотношения

Ω̃(μ0) =
(
Ω̃+(μ

0), Ω̃−(μ0)
)
=

(
Ω+(μ

0), Ω̃−(μ0)
)
=

(
b:1, Ω̃−(μ0)

)
,

β̃(μ0) =
(
β̃+(μ

0), β̃−(μ0)
)
=

(
β+(μ

0), β̃−(μ0)
)
=

(
b:3, β̃−(μ0)

)
.

Этим завершается доказательство теоремы 3.1.

6. ИНВАРИАНТНЫЕ ТОРЫ В ОБЩИХ СИСТЕМАХ

Пусть n ∈ Z+, m ∈ N, p ∈ Z+. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

ẋ = x(x, y, z), ẏ = y(y), ż = z(x, y, z), (6.1)

где x ∈ T
n, y ∈ Om(0), z ∈ O2p(0)—координаты на фазовом пространстве (ср. (1.1) и (3.1)).

Предположим, что эта система обратима относительно инволюции (1.2) фазового пространства,
где R ∈ GL(2p,R)—инволютивная матрица. Условие обратимости означает, что

x(−x,−y,Rz) ≡ x(x, y, z), y(−y) ≡ y(y), z(−x,−y,Rz) ≡ −Rz(x, y, z).
Отметим, что на уравнения для ẋ и ż мы не накладываем никаких ограничений (кроме обрати-
мости), но предполагается, что правая часть уравнения для ẏ не зависит от x и z. В настоящем
разделе дается строгое доказательство следующего утверждения.

Предложение 6.1. Пусть система (6.1) и инволюция (1.2) имеют общий инвариантный тор,
движение по которому квазипериодично. Тогда y(0) = 0.

В предложении 6.1 не предполагается, что тор имеет размерность n (тем более— что он близок
к тору {y = 0, z = 0}).

В частности, предположим, что система (6.1) зависит от c-мерного параметра w, причем c < m:

ẋ = x(x, y, z,w), ẏ = y(y,w), ż = z(x, y, z,w).

В общем случае точки y(0,w) образуют в R
m c-мерную поверхность, не содержащую начала коор-

динат. Следовательно, если c < m, то у c-параметрического семейства общего вида G-обратимых
систем (6.1) нет инвариантного (относительно как самой системы, так и относительно инволю-
ции G) тора, движение по которому было бы квазипериодично, ни для какого значения параметра.

Предложение 6.1 является частным случаем следующего более общего утверждения.
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Предложение 6.2. Пусть на прямом произведении A × B =
{
(u, v)

}
многообразий A и B

система дифференциальных уравнений

u̇ = U(u, v), v̇ = V (v) (6.2)

обратима относительно инволюции G : (u, v) �→ (
GA(u), GB(v)

)
, где GA и GB —инволюции

многообразий A и B соответственно. Предположим, что FixGB состоит из единственной
точки v0 ∈ B. Пусть система (6.2) и инволюция G имеют общий инвариантный тор, движение
по которому квазипериодично. Тогда V (v0) = 0.

Доказательство предложения 6.2, в свою очередь, основано на следующей лемме.

Лемма 6.1. Пусть F : Tn → K — сюръективное непрерывное отображение тора T
n на ком-

пактное топологическое пространство. Пусть gt —квазипериодический поток на T
n, т. е.

gt(φ) = φ + ωt (φ ∈ T
n), где ω—фиксированный вектор из R

n с рационально независимыми
компонентами. Пусть также Gt —непрерывное действие группы R на K. Предположим, что
F ◦gt = Gt ◦F. Тогда K —тор, размерность которого не превосходит n, а Gt квазипериодично.

Лемма 6.1 вряд ли является новой, однако автору найти ее в литературе не удалось.
Сначала выведем предложение 6.2 из леммы 6.1. Предположим, что у системы (6.2) и инво-

люции G есть общий инвариантный n-мерный тор F (Tn), где F = (FA, FB)—вложение T
n в

A × B (FA и FB отображают T
n в A и B соответственно). Предположим, что движение на торе

F (Tn)—квазипериодический поток F ◦ gt ◦ F−1, где gt —квазипериодический поток на T
n. По-

скольку F (Tn) инвариантно относительно G, для любого φ ∈ T
n существует такое φ′ ∈ T

n, что
FA(φ

′) = GA

(
FA(φ)

)
и FB(φ

′) = GB

(
FB(φ)

)
. Следовательно, множества FA(T

n) и FB(T
n) инва-

риантны относительно инволюций GA и GB соответственно. Также понятно, что FB(T
n) является

инвариантным множеством уравнения v̇ = V (v) и что FB ◦ gt = Gt ◦ FB, где Gt —ограничение
потока векторного поля V на FB(T

n). Согласно лемме 6.1, FB(T
n) является k-мерным тором для

некоторого k (0 � k � n), а Gt —квазипериодический поток на FB(T
n). Согласно лемме 1.1, тор

FB(T
n) содержит 2k неподвижных точек инволюции GB. Так как FixGB = {v0}, мы приходим к

выводу, что k = 0 и FB(T
n) = {v0}. Тогда из инвариантности множества FB(T

n) относительно
потока векторного поля V вытекает, что V (v0) = 0.

Осталось доказать лемму 6.1. Пусть Λ = F−1
(
F (0)

) ⊂ T
n. Тогда Λ— замкнутое подмножество

T
n. Наша ближайшая цель— убедиться, что F (φ1) = F (φ2) тогда и только тогда, когда φ1−φ2 ∈ Λ.

Действительно, рассмотрим такую последовательность {tj}j∈N вещественных чисел, что lim
j→∞

ωtj =

φ2 на T
n. Если F (φ1) = F (φ2), то

F (φ1 − φ2) = lim
j→∞

F (φ1 − ωtj) = lim
j→∞

G−tj
(
F (φ1)

)
= lim

j→∞
G−tj

(
F (φ2)

)
= lim

j→∞
F (φ2 − ωtj) = F (0),

а значит, φ1 − φ2 ∈ Λ. С другой стороны, если φ1 − φ2 ∈ Λ, т. е. F (φ1 − φ2) = F (0), то

F (φ1) = lim
j→∞

F (φ1 − φ2 + ωtj) = lim
j→∞

Gtj
(
F (φ1 − φ2)

)
= lim

j→∞
Gtj

(
F (0)

)
= lim

j→∞
F (ωtj) = F (φ2).

В частности, если φ1 ∈ Λ и φ2 ∈ Λ, то F (φ1 + φ2) = F (φ1) = F (0), так что φ1 + φ2 ∈ Λ, и
F (−φ1) = F (0), так что −φ1 ∈ Λ. Таким образом, Λ— замкнутая подгруппа тора T

n, и существует
естественная биекция T

n/Λ → F (Tn).
Теперь можно применить теорему двойственности Понтрягина для локально компактных абе-

левых групп (известную также как теорема двойственности Понтрягина—ван Кампена). Нужные
нам следствия из этой фундаментальной теоремы, равно как и их частный случай, касающийся
T
n, можно найти, например, в [34, Prop. 38] (см. также [6]) и [54, Cor. 1.2.2, p. 706]. Соглас-

но теореме двойственности Понтрягина, замкнутые подгруппы в T
n характеризуются их анну-

ляторами в группе характеров X∗(Tn) ≈ Z
n, т. е. в группе всех непрерывных гомоморфизмов

χ : Tn → S
1 = R/2πZ:

χ(φ1, . . . , φn) = m1φ1 + · · ·+mnφn, m1, . . . ,mn ∈ Z

(группы T
n и Z

n двойственны друг другу). Иными словами, в Z
n существует такая подгруппа L,

что
Λ =

{
φ ∈ T

n
∣
∣ m1φ1 + · · ·+mnφn = 0 ∀(m1, . . . ,mn) ∈ L

}
.



536 М.Б. СЕВРЮК

С другой стороны, существует такая матрица Q ∈ SL(n,Z), что

LQ =
{
( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−k

, q1r1, . . . , qkrk)
∣
∣ r1, . . . , rk ∈ Z

}
,

где q1 � · · · � qk � 1—натуральные числа (здесь элементы Z
n рассматриваются как вектор-строки

и 0 � k � n). Ранг решетки L равен k. На торе T
n введем новую систему координат ψ = Q−1φ

(здесь точки тора T
n рассматриваются как вектор-столбцы). В новых координатах

Λ =
{
(ψ1, . . . , ψn−k, 2πp1/q1, . . . , 2πpk/qk)

}
,

где
0 � p1 � q1 − 1, . . . , 0 � pk � qk − 1; ψ1, . . . , ψn−k ∈ S

1, p1, . . . , pk ∈ Z+,

и dimΛ = n− k. Кроме того, в новых координатах поток gt на T
n задается уравнением

ψ̇ = Q−1φ̇ = Q−1ω = � = (�1, . . . , �n).

Множество K = F (Tn) гомеоморфно фактору T
n/Λ ≈ T

k. Естественные координаты на факторе
T
n/Λ, а значит, и на множестве F (Tn),—это координаты

(q1ψn−k+1, . . . , qkψn) ∈ T
k.

Поток Gt на k-мерном торе F (Tn) квазипериодичен с вектором частот

(q1�n−k+1, . . . , qk�n) ∈ R
k,

что и завершает доказательство леммы 6.1.

Замечание 6.1. Лемма 6.1, по-видимому, связана с теорией минимальных изометрических си-
стем (ср. [53, Prop. 2.6.7]).
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61. Zhang D., Xu J., Wu H. On invariant tori with prescribed frequency in Hamiltonian systems// Adv.

Nonlinear Stud. — 2016. — 16, № 4. — C. 719–735.

Михаил Борисович Севрюк
Институт энергетических проблем химической физики им. В.Л. Тальрозе РАН,
РФ, 119334, г. Москва, Ленинский проспект, д. 38, корп. 2
E-mail: 2421584@mail.ru, sevryuk@mccme.ru

DOI: 10.22363/2413-3639-2017-63-3-516-541 UDC 517.925.52

Partial Preservation of Frequencies and Floquet Exponents of Invariant Tori

in the Reversible KAM Context 2
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Abstract. We consider the persistence of smooth families of invariant tori in the reversible context 2 of
KAM theory under various weak nondegeneracy conditions via Herman’s method. The reversible KAM
context 2 refers to the situation where the dimension of the fixed point manifold of the reversing involution
is less than half the codimension of the invariant torus in question. The nondegeneracy conditions we
employ ensure the preservation of any prescribed subsets of the frequencies of the unperturbed tori and
of their Floquet exponents (the eigenvalues of the coefficient matrix of the variational equation along the
torus).
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