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АННОТАЦИЯ. В этой работе получены критерий ограниченности максимальных операторов, связанных
с гладкими гиперповерхностями, а также точное значение показателя ограниченности этих операто-
ров, связанных с произвольными выпуклыми аналитическими гиперповерхностями в случае, когда
высота гиперповерхности в смысле А.Н. Варченко больше двух. Кроме того, получено точное зна-
чение показателя ограниченности для вырожденных гладких гиперповерхностей, т. е. для гиперпо-
верхностей, удовлетворяющих условиям классической теоремы Хартмана—Ниренберга. Полученные
результаты подтверждают справедливость гипотезы Стейна—Иосевича—Соера для произвольных вы-
пуклых аналитических гиперповерхностей, а также для гладких вырожденных гиперповерхностей. В
статье также обсуждаются некоторые смежные проблемы теории осцилляторных интегралов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В задачах, связанных с предельным переходом в интегралах и суммах, зависящих от парамет-
ров, в частности, с дифференцированием интеграла, часто применяются различного рода «макси-
мальные операторы». Одним из таких операторов является классический максимальный оператор
Харди—Литтлвуда, который появляется при решении различных задач гармонического анализа и
математической физики. В современном гармоническом анализе встречаются максимальные опе-
раторы Шредингера, максимальные операторы, связанные с частичными суммами рядов Фурье,
максимальные операторы, связанные с растяжениями гиперповерхностей и т. п.

В настоящей работе будем иметь дело с максимальными операторами, связанными (ассоцииро-
ванными) с однородными растяжениями гиперповерхностей, называемыми максимальными опера-
торами, связанными с гиперповерхностями. Впервые максимальный оператор, связанный с единич-
ной сферой с центром в начале координат, исследовался в классической работе И.М. Стейна [40].
Он нашел точный показатель ограниченности (см. раздел 2 для определения показателя огра-
ниченности) этого оператора в случае, когда размерность пространства не ниже трех. В более
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поздней работе Дж. Бургена [20] получен точный показатель ограниченности соответствующего
максимального оператора, связанного с окружностью.

Следует отметить, что свойства ограниченности максимальных операторов тесно связаны с
геометрическими характеристиками соответствующей гиперповерхности. В работе Согги и Стей-
на [39] доказано, что если гауссова кривизна гиперповерхности не имеет нулей бесконечного
порядка, то соответствующий максимальный оператор ограничен в Lp для некоторого конечного
значения p. В этой работе одним из основных средств доказательства ограниченности максималь-
ных операторов были так называемые осцилляторные интегралы с множителем гашения, в которых
гауссова кривизна играет роль гасителя. В работе [9] введены множители гашения через главные
кривизны гиперповерхности и получены условия ограниченности максимальных операторов, свя-
занных с более общим классом гиперповерхностей.

Однако вопрос о необходимых и достаточных условиях Lp-ограниченности максимальных опера-
торов при некотором конечном значении p оставался открытым. Более того, задача о минимальном
значении p, для которого максимальные операторы ограничены в Lp, является одной из нерешен-
ных проблем анализа.

В данной работе получен критерий ограниченности максимальных операторов, связанных с глад-
кими гиперповерхностями. Кроме того, явно указано множество всех тех значений p, для которых
соответствующий максимальный оператор ограничен в Lp для широкого класса гиперповерхно-
стей. Также получено подтверждение гипотезы Стейна—Иосевича—Соера для произвольных вы-
пуклых аналитических гиперповерхностей и для сильно вырожденных гладких гиперповерхностей,
доказано равенство трех совершенно по-разному определенных чисел, называемых показателем ос-
цилляции, показателем ограниченности и контактным индексом таких гиперповерхностей.

Отметим, что для вырожденных гиперповерхностей (т. е. для гиперповерхностей, удовлетворя-
ющих условию: ранг нормального отображения всюду не превосходит единицы) метод осцилля-
торных интегралов с множителем гашения непригоден, так как соответствующий осцилляторный

интеграл с произвольным множителем гашения убывает медленнее, чем порядок −1

2
. Поэтому

теорема типа вложения Соболева, использованная в работе [39], а также более точная теоре-
ма, доказанная в работе [33], не позволяют получить свойства ограниченности соответствующего
максимального оператора. Мы используем оценку максимальных операторов, связанных с гипер-
поверхностями с малой главной кривизной, доказанную в работе [27]. Эти результаты основы-
ваются на теореме К.Д. Согге [38], утверждающей ограниченность максимальных операторов,
ассоциированных с гиперповерхностями с одной ненулевой главной кривизной. Аналогичные идеи
использованы в работе [31].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть S ⊂ R
n+1 — гладкая гиперповерхность, ψ—фиксированная неотрицательная бесконечно

гладкая функция с компактным носителем, т. е. 0 � ψ ∈ C∞
0 (Rn+1) и f ∈ C∞

0 (Rn+1).
Максимальным оператором, связанным (ассоциированным) с гиперповерхностью S, называется

оператор, определяемый следующим соотношением:

Mf(y) := sup
t>0

|Atf(y)| , (2.1)

где

Atf(y) :=

∫

S

f(y − tx)ψ(x)dS(x) (2.2)

— так называемый оператор усреднения.
В работе всюду предполагается выполнение следующего условия трансверсальности: для лю-

бой точки x ∈ S аффинная касательная плоскость x+TxS к S в точке x не проходит через начало
координат R

n+1 (см. [27]). Следует отметить, что в случае, когда условие трансверсальности не
выполняется, поведение максимальных операторов вида (2.1) отличается от нынешнего случая и
может быть довольно экзотичным (см. [43]).

Через Lp := Lp(Rn+1) обозначается множество классов измеримых функций g, определенных в
R
n+1, для которых |g(x)|p интегрируема по R

n+1.
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Говорят, что максимальный оператор M ограничен в Lp (или Lp-ограничен), если существует
положительное число Cp такое, что для любой функции f ∈ C∞

0 (Rn+1), выполняется неравенство:

‖Mf‖Lp � Cp‖f‖Lp ,

где ‖ · ‖Lp — естественная норма пространства Lp. А также для данной гиперповерхности S и
фиксированной плотности 0 � ψ ∈ C∞

0 (Rn+1) естественно вводится показатель ограниченности
соответствующего максимального оператора следующим соотношением:

p(S) := pψ(S) := inf{p : оператор (2.1) ограничен вLp}.
Пусть Px0(S) (где x0 ∈ S) — множество всех тех значений p, для которых существует окрестность
Up(x

0) точки x0 такая, что при любой фиксированной плотности 0 � ψ ∈ C∞
0 (Up(x

0)) соот-
ветствующий максимальный оператор (2.1) ограничен в Lp. Затем, индивидуальный показатель
ограниченности максимального оператора в точке x0 определяется по соотношению

px0(S) := inf Px0(S).

Разумеется, возможен случай p(S) = ∞, а также px0(S) = ∞. Например, если S — гиперплос-
кость, не содержащая начало координат, то имеем p(S) = ∞ для любой ненулевой плотности ψ.

В настоящей работе рассматриваются следующие основные задачи: для каких гиперповерх-
ностей значение показателя ограниченности соответствующего максимального оператора
является конечным числом? Если это число, т. е. p(S), конечно, то как оно определяется для
данной гиперповерхности?

Отметим, что эти вопросы тесно связаны с геометрическими свойствами гиперповерхности S. В
работах [20,25,27,33,34,40] для некоторых классов гиперповерхностей получено точное значение
показателя ограниченности соответствующего максимального оператора.

Оказывается, вопрос о точном значении p(S) также связан с задачей о показателе осцилля-
ции осцилляторного интеграла, определенного преобразованием Фурье поверхностной меры ψdS
в случае, когда p(S) � 2. А также это число связано со значением так называемого контактного
индекса гиперповерхности (см. [27, 33], а также см. раздел 8 настоящей работы). Имеется гипо-
теза Стейна—Иосевича—Соера [33], о том, что все эти числа— т. е. показатель ограниченности
максимального оператора, показатель осцилляции преобразования Фурье поверхностной меры и
контактный индекс гиперповерхности— совпадают.

Однако в случае, когда p(S) < 2, задача об определении показателя ограниченности максималь-
ного оператора является еще более тонкой проблемой и до сих остается открытой. Хотя имеются
точные результаты для некоторых классов гиперповерхностей (см. [34,35], а также см. [21]).

В настоящей работе получен критерий ограниченности максимальных операторов, а также,
обобщая результаты Иосевича—Соера [33], получено точное значение p(S) для произвольных вы-
пуклых аналитических гиперповерхностей в случае, когда показатель осцилляции больше двух.
Более того, получено точное значение показателя ограниченности для вырожденных гладких ги-
перповерхностей, т. е. для гиперповерхностей, удовлетворяющих условиям теоремы Хартмана—
Ниренберга [26].

3. КРАТКАЯ ИСТОРИЯ И МОТИВЫ ПРОБЛЕМЫ

Классические результаты о сферических средних в R
n+1, доказанные в работе [40] И.М. Стейна

и в статье [20] Дж. Бургена, стали отправной точкой для изучения различных классов максималь-
ных операторов, связанных с подмногообразиями евклидова пространства.

А. Гринлиф (см. [25]) доказал, что если S— строго выпуклая и звездная относительно начала
координат гиперповерхность в R

n+1 при n � 2 (это означает, что любой луч, исходящий из
начала координат, пересекается с гиперповерхностью в единственной точке) и K (x) > 0 (где
K (x)— гауссова кривизна гиперповерхности), то справедливы утверждения теоремы И.М. Стейна.
Более того, как он показал, если в каждой точке гиперповерхности S имеются хотя бы k (k � 2)
ненулевых главных кривизн, то при p > (k+1)/k максимальный оператор ограничен в Lp. В более
сложном случае при k = 1 аналогичный результат получен К.Д. Согги [38].

В работе [33] А. Иосевича и Э. Соера получены окончательные результаты относительно Lp-
ограниченности (p > 2) максимальных операторов в случае выпуклых гиперповерхностей, име-
ющих конечный линейный тип, т. е. получено точное значение p(S) в зависимости от высоты
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А.Н. Варченко h(S) гиперповерхности (см. [6], а также [27]). Точнее, доказано, что при лю-
бом p > max{h(S), 2} максимальный оператор ограничен в Lp(Rn+1), причем, если h(S) � 2, то
для p � h(S) максимальный оператор неограничен. Аналогичные результаты для произвольных
гладких гиперповерхностей в R

3 получены в работе [27]. Однако, для произвольных гиперпо-
верхностей, в частности, для выпуклых гиперповерхностей с высотой h(S) < 2, задача о точном
значении p(S) до сих пор остается открытой.

Как отметили выше, Lp-оценки максимальных операторов, ассоциированных с гиперповерхно-
стями S ⊂ R

n+1 связаны с поведением преобразования Фурье соответствующих мер [14]:

μ̂(ξ) :=

∫

S

ei(ξ,x)ψ(x)dS(x). (3.1)

В работе [25] А. Гринлифа доказано, что, если μ̂(ξ) = O(|ξ|−γ) (при |ξ| −→ +∞) и γ >
1

2
, то

максимальный оператор (2.1) ограничен в Lp(Rn+1) при p > 1 +
1

2γ
. Однако в случае, когда по-

рядок убывания μ̂(ξ) на бесконечности γ � 1

2
, задача об Lp-ограниченности соответствующего

максимального оператора до сих пор остается открытой. Имеется гипотеза И.М. Стейна о том,

что соответствующий максимальный оператор ограничен в Lp при p >
1

γ
� 2. Частичное под-

тверждение этой гипотезы доказано в работах [27, 33, 38]. Необходимость условия γ >
1

2
связана

с применением метода, основанного на теореме вложения Соболева [25]. Фактически, в связи с
этим в работе [39] Согги и Стейна введены следующие осцилляторные интегралы с множителем
гашения:

μ̂q(ξ) :=

∫

S

ei(ξ,x)|K(x)|qψ(x)dS(x), (3.2)

где K(x)— гауссова кривизна гиперповерхности в точке x ∈ S. Здесь |K(x)|q играет роль множи-
теля гашения, который обеспечивает необходимое убывание преобразования Фурье меры μq. Они
доказали, что если q � 2n, то интеграл (3.2) убывает в порядке O(|ξ|−n

2 ) (при |ξ| → +∞). От-
сюда при выполнении условия |K(x)|−ε ∈ L1(S) (для некоторого ε > 0) доказана ограниченность
максимального оператора в Lp при p > p(q, ε). Более того, было установлено что чем меньше q
и чем больше ε, тем меньше p(q, ε). Таким образом, чтобы получить лучшую оценку сверху для
показателя ограниченности p(S), необходимо найти минимальное значение q, для которого μ̂q(ξ)
оптимально убывает, а также максимальное значение ε > 0 такое, что |K(x)|−ε ∈ L1(S).

Однако, как показывают примеры, минимальное значение q и максимальное значение ε дают
лишь оценку p(q, ε) сверху для показателя ограниченности p(S), но не совпадает с этим числом
(см. [11]).

В работе [9] первого автора введены множители гашения Λ1, Λ2 следующим образом. Пусть
S ⊂ R

n+1 —произвольная гладкая гиперповерхность. Для точки x ∈ S через

G(x) = {gij(x)}, B(x) = {bij(x)}
обозначаются матрицы первой и второй фундаментальной формы гиперповерхности S, соответ-
ственно. Естественно определяется тензор {gij(x)} (см. [8]).

Пусть D— тензор, получаемый внешним умножением B(x) на само себя: B(x) ∧ B(x). Тен-
зор D = {di1i2i3i4} является тензором ранга (0, 4). Введем функции, определенные следующими
равенствами:

Λ1(x) :=
∑

gi1j1(x)gi2j2(x)bi1i2(x)bj1j2(x),

Λ2(x) :=
∑

gi1j1(x)gi2j2(x)gi3j3(x)gi4j4(x)di1i2i3i4(x)dj1j2j3j4(x).

В этих формулах производится суммирование по всем индексам. В работе [9] получено, что если
S —аналитическая гиперповерхность и Λ2 	≡ 0, то существует некоторое число p(S) такое, что при
всех p > p(S) максимальный оператор ограничен в Lp. Кроме того, если гауссова кривизна ги-
перповерхности не имеет нулей бесконечного порядка, то получена более точная оценка для p(S).
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Однако вопрос об ограниченности максимальных операторов в случае Λ2 ≡ 0 оставался откры-
тым. Следует отметить, что в этом случае методы осцилляторных интегралов неприменимы, так
как соответствующий осцилляторный интеграл с любым множителем не может убывать быстрее
порядка O(|ξ|− 1

2 ), поэтому теорема вложения Соболева [39] (а также см. [15]), более того, точный
результат типа теоремы вложения, доказанный в работе [33], также неприменимы.

Поэтому, развивая методы работы [27] на максимальные операторы, связанные с гиперповерх-
ностями в R

n+1, получим ограниченность максимальных операторов, связанных с произвольными
гиперповерхностями, имеющими конечный тип. Более того, найдем значение p(S) для произволь-
ных выпуклых аналитических гиперповерхностей, когда высота в смысле А.Н. Варченко боль-
ше двух. Эти результаты основываются на разложении Щульца, показывающего существование
приспособленных систем координат для произвольных гладких выпуклых функций. Как показал
А.Н. Варченко, для произвольных аналитических функций, зависящих от трех переменных, во-
обще говоря, аналогов приспособленных систем координат не существует. Далее, мы получим
значение p(S) для вырожденных гиперповерхностей. Оказывается, для таких гиперповерхностей
также существуют аналоги приспособленных систем координат.

4. МНОГОГРАННИКИ НЬЮТОНА И ПРИСПОСОБЛЕННЫЕ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ

В этом параграфе приведем соответствующие необходимые определения и обозначения.
Осцилляторным интегралом с гладкой, вещественнозначной фазой φ и амплитудой a называ-

ется интеграл вида

J(λ, φ, a) =

∫

Rn

a(x)eiλφ(x)dx,

где a ∈ C∞
0 (Rn) и λ ∈ R.

В частности, преобразование Фурье меры, т. е. интеграл (3.1), записывается в виде осцилля-
торного интеграла с фазой, зависящей от дополнительных параметров.

Если φ—аналитическая функция в начале координат и нуль является критической точкой этой
функции, при этом носитель амплитуды a сосредоточен в достаточно малой окрестности начала
координат, то справедливо следующее асимптотическое разложение осцилляторного интеграла
J(λ, φ, a) (см. [5,19] а также [6]):

J(λ, φ, a) ≈ eiλφ(0)
∑
r

n−1∑
k=0

Cr,k(a)λ
r lnk λ при λ→ +∞, (4.1)

причем r принадлежит конечному числу арифметических прогрессий, состоящих из отрицатель-
ных рациональных чисел, и для каждой пары (r, k) коэффициент Cr,k является распределением с
носителем, принадлежащим критическому множеству фазы, т. е. множеству

{x ∈ R
n : ∇φ(x) = 0}.

Отметим, что задача об определении арифметических прогрессий, к которым принадлежат пока-
затели r по данной фазе φ, является нетривиальной задачей. Классическая лемма Ван дер Корпута
(см. [4]) показывает, что порядок убывания одномерного осцилляторного интеграла определяет-
ся кратностью критических точек фазовой функции. Более того, согласно классической лемме
Эрдейи асимптотический ряд одномерного осцилляторного интеграла явно определяется фазой и
амплитудой [17]. Исходя из этих соображений В.И. Арнольд [1] выдвинул гипотезу о том, что
поведение кратных осцилляторных интегралов определяется многогранником Ньютона фазовой
функции, построенным в подходящей системе координат.

Далее, в работе [6] исследована связь между многогранником Ньютона фазовой функции, по-
строенным в подходящей системе координат, и главным членом асимптотического разложения
осцилляторного интеграла. Также об оценках преобразования Фурье мер имеются многочислен-
ные работы. О современном состоянии известных результатов см. [32].

Следуя [3, 6] (также см. [30]), введем некоторые обозначения. Пусть N0 ⊂ R+ ⊂ R, соответ-
ственно множество всех неотрицательных целых, всех неотрицательных вещественных, и всех
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вещественных чисел. Допустим, что K ⊂ N
n
0 —некоторое множество. Многогранник Ньютона

множества K определяется как выпуклая оболочка в R
n
+ совокупностей

⋃
k∈K

(k + R
n
+).

Пусть φ— гладкая функция, определенная в начале координат. Рассмотрим ряд Маклорена этой
функции:

φx ≈
∑
k∈Nn

0

ckx
k, cn ∈ R.

Носитель этого ряда определяется как supp(φx) = {k ∈ N
n
0 \ {0} : ck 	= 0}.

Многогранник Ньютона ряда Маклорена φ определен как многогранник Ньютона множества
supp(φx). Совершенно аналогично определяется многогранник Ньютона функции в любой крити-
ческой точке фазы.

Фиксируем систему координат в R
n и обозначим через φx ряд Маклорена функции φ в этой

системе координат. Пусть d—координата пересечения прямой x1 = . . . = xn = d, d ∈ R, с гра-
ницей многогранника Ньютона. Это число будет называться расстоянием между многогранником
Ньютона и началом координат. Расстояние обозначается через d(x).
Главной гранью многогранника Ньютона называется грань минимальной размерности, содержа-

щая точку (d(x), . . . , d(x)). Следует отметить, что многогранник Ньютона функции и расстояние
от начала координат до многогранника Ньютона зависят от выбора локальной системы координат.
Под локальной системой координат мы подразумеваем бесконечно гладкое диффеоморфное отоб-
ражение окрестности начала координат в себя, при этом начало координат является неподвижной
точкой этого отображения.

Пусть φ—как выше, и пусть x = (x1, . . . , xn)—фиксированная система координат в нуле в R
n.

Обозначим через φx ряд Маклорена φ, и через d(x) расстояние между началом координат и
многогранником Ньютона N(φx). Рассмотрим величину

h(φ) = sup{d(x)},
где супремум берется относительно набора всех локальных гладких систем координат x в начале
координат. Число h(φ) называется высотой функции φ (см. [6]).

Локальная гладкая система координат называется приспособленной к функции φ, если выпол-
няется равенство h(φ) = d(x). Из результатов А.Н. Варченко [6] следует, что в случае n = 2
существуют приспособленные системы координат для аналитической функции, не имеющей крат-
ных компонент. Более того, главный член асимптотического разложения осцилляторного интеграла
имеет вид

c|λ|−1/h(φ) ln(1 + |λ|)m,
где m = 1 или m = 0 в зависимости от главной грани многогранника Ньютона в приспособленной
системе координат. Иными словами, в двумерном случае главный член асимптотического разло-
жения осцилляторного интеграла определяется через дискретные характеристики многогранника
Ньютона в приспособленной системе координат. В работе [28] доказаны аналогичные утвержде-
ния для произвольных гладких фазовых функций, зависящих от двух переменных. Однако, как
показывает пример A.Н. Варченко, если n � 3, то вообще говоря, аналога таких систем координат
не существует.

Следует отметить, что если отказаться от гладкости замены переменных, то можно построить
аналог приспособленных систем координат для произвольных аналитических функций (см. [42]).

Если в определении высоты функции ограничиться лишь линейными преобразованиями, то мы
приходим к линейной высоте функции hlin(φ) и линейно-приспособленным системам координат,
соответственно. По определению мы имеем hlin(φ) � h(φ) (см. [30]).

С другой стороны, как показал Г. Щульц [37], приспособленные системы координат существуют
в случае, когда φ— гладкая выпуклая функция конечного линейного типа. Более того, такие систе-
мы координат получаются из исходной ортогональной с помощью замены координат. В частности,
для выпуклых функций конечного линейного типа имеет место равенство: hlin(φ) = h(φ).

Для формулировки результатов Г. Щульца приведем необходимые определения.
Пусть φ— гладкая функция в некоторой окрестности начала координат, и она удовлетворяет

условиям: φ(0) = 0, ∇φ(0) = 0. Функция φ называется выпуклой, если для любых векторов
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x, y ∈ U ⊂ R
n (где U —некоторая выпуклая окрестность начала координат) и для любых неотри-

цательных чисел α, β, удовлетворяющих условию α+ β = 1, имеет место неравенство:

φ(αx+ βy) � αφ(x) + βφ(y).

Функция φ называется функцией конечного линейного типа в начале координат, если для любого
единичного вектора ξ ∈ R

n существует N � 2 такое, что

DN
ξ φ(0) 	= 0,

где Dξφ(0)—производная функции φ по направлению вектора ξ в начале координат. Геометрически
это условие означает, что любая касательная прямая, лежащая на гиперплоскости xn+1 = 0 (т. е. на
касательной гиперплоскости), имеет конечный порядок касания с гиперповерхностью xn+1 = φ(x)
в начале координат.

Пусть κ := (κ1, κ2, . . . , κn) ∈ R
n—упорядоченный набор n-положительных вещественных чисел.

Обозначим через δκτ (x) отображение δκτ : Rn → R
n, определенное формулой

δκτ (x1, x2, . . . , xn) := (τκ1x1, τ
κ2x2, . . . , τ

κnxn).

Функция φ(x) называется квазиоднородной степени m с весом κ, если для любого вектора x ∈ R
n

и для любого положительного числа τ выполняется равенство

φ(δκτ (x)) = τmφ(x).

Произвольный моном xα является квазиоднородной функцией со степенью (α, κ). В случае κ1 =
. . . = κn она называется однородной.

Пусть κ ∈ R
n
+ —фиксированный вектор. Введем обозначение ρ(α) := (α, κ), где α ∈ R

n
+ —

мультииндекс и (α, κ)— скалярное произведение векторов α и κ.
Приведем определение порядка гладкой функции (см. [2]).

Определение 4.1. Многочлен от переменных x1, . . . , xn имеет порядок d с весом κ (при дан-
ном κ), если все его мономы имеют степень d и выше относительно данного веса κ. Говорят,
что бесконечно гладкая функция имеет порядок d, если ее любой нетривиальный отрезок ряда
Тейлора имеет порядок d при условии, что существует такой нетривиальный отрезок. В противном
случае, то есть если гладкая функция плоская, то считается, что ее порядок равняется +∞.

Пусть A алгебра ростков гладких функций в начале координат R
n. Обозначим через Iκ идеал,

порожденный мономами {xα}ρ(α)=1. А также m означает идеал алгебры A, порожденный функци-
ями {x1, . . . , xn}. Многочлены (гладкие функции) порядка d образуют линейное пространство Ad.
А также имеет место включение Ad′ ⊂ Ad при d < d′. Так как порядок произведения равен сумме
порядков сомножителей, то Ad является идеалом в алгебре ростков гладких функций (см. [1]).

Обозначим через A>d пространство гладких функций порядка строго больше чем d. Иными
словами, справедливо следующее соотношение:

A>d = {φ ∈ A : N(φ) ⊂ {t ∈ R
n
+ : ρ(t) > d}}.

Лемма 4.1. Пусть κ := (κ1, . . . , κn)—множество весов таких, что
{ 1

κj

}n
j=1

—натуральные

числа. Тогда имеет место включение

m
n

min{κj} ⊂ Iκ.

В частности, фактор-алгебра A/Iκ обладает структурой, конечной R-модулю с образующи-
ми мономами xα ((α, κ) < 1), а также мономами b1, . . . , bs, причем degκ(bν) > 1, где ν = 1, . . . , s.

Доказательство. Лемма 4.1 доказывается стандартными методами.

Предложение 4.1. Пусть вес κ ∈ R
n
+ удовлетворяет условиям леммы 4.1. Тогда имеет ме-

сто следующее равенство:
A>1 = Iκm+ < b1, . . . , bs >,

где < b1, . . . , bs > линейная оболочка базисных мономов b1, . . . , bs фактор-алгебры A>1/Iκm =
A>1/Iκ.

Доказательство. Предложение 4.1 вытекает из леммы 4.1.
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Предложение 4.2. Пусть F — семейство ростков гладких функций, зависящих от (x, σ) ∈
R
n × R

l. Тогда справедливо следующее соотношение:

F (x, σ) =
∑

ρ(α)=1

xαRα(x, σ) +
∑

ρ(α)<1

cα(σ)x
α +

s∑
ν=1

Cν(σ)bν(x).

В частности, если для любого достаточно малого |σ| имеет место включение F (·, σ) ∈ A1,
то выполняется равенство

F (x, σ) =
∑

ρ(α)=1

xαRα(x, σ) +
s∑

ν=1

Cν(σ)bν(x),

с гладкими функциями Rα, cα, Cν . Здесь {bν}sν=1—образующие мономы фактор-алгебры
A>1/Iκm.

Доказательство. Предложение 4.2 вытекает из леммы 4.1.

С учетом этих наблюдений результаты Г. Щульца [37] могут быть сформулированы в виде
следующей теоремы.

Теорема 4.1. Пусть φ— гладкая выпуклая функция конечного линейного типа в начале
координат, и она удовлетворяет условиям φ(0) = 0 и ∇φ(0) = 0. Тогда после возможных
вращений системы координат имеют место следующие утверждения.

(a) Существуют четные натуральные числа (k1, . . . , kn) и κ := (
1

k1
, . . . ,

1

kn
) такие, что функ-

ция φ имеет вид:

φ(x) =
∑

ρ(α)=1

cαx
α +R(x),

где α ∈ N
m
0 —мультииндекс и ρ(α) = (α, κ). Более того, остаточный член R(x) может

быть записан в виде

R(x) =
∑

ρ(α)=1

xαRα(x) +
s∑
j=1

Cjbj(x),

где Rα— гладкая функция, удовлетворяющая условию Rα(0) = 0 для любого мультиин-
декса α. Иными словами, для остаточного члена справедливо включение

R ∈ Iκm+ < b1, . . . , bs >,

где {b1, . . . , bs} образующие мономы фактор-алгебры A>1/(Iκm).
(b) Полином

p(x) :=
∑

ρ(α)=1

aαx
α

выпуклый и p(x) > 0 для любого вектора x 	= 0.

Замечание 4.1. Отметим, что полученная система координат является приспособленной к
функции φ и выполняется равенство

h(φ) =
1

|κ| ,

где |κ| = κ1 + . . . + κn. Результаты теоремы 4.1 отличаются от классической теоремы Г. Щульца
тем, что в ней явно описан вид остаточного члена. Другим преимуществом этой формулировки
является то, что она может быть обобщена на случай произвольных гладких выпуклых функций.
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5. ПРИСПОСОБЛЕННЫЕ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЙ

Теперь покажем, что аналог приспособленных систем координат существует в случае, когда φ—
произвольная гладкая выпуклая функция. Более того, представим конечный алгоритм нахождения
таких систем координат, основанный на решении полиномиальных уравнений.

Таким образом, мы получим аналог теоремы Г. Щульца [37] для произвольных гладких вы-
пуклых функций. Более того, получим приспособленные системы координат для произвольных
выпуклых аналитических функций.

Теорема 5.1. Пусть φ—бесконечно гладкая выпуклая функция, определенная в некоторой
выпуклой окрестности начала координат и удовлетворяющая условиям φ(0) = 0 и ∇φ(0) = 0.
Тогда существует ортонормальная система координат, для которой выполняются следую-
щие условия.

(a) Имеются целое число 0 � m � n и четные натуральные числа (k1, . . . , km) и κ :=(
1

k1
, . . . ,

1

km
, 0, . . . , 0

)
такие, что функция φ записывается в виде

φ(x′, x′′) =
∑

ρ(α)=1

cαx
′α +R(x′, x′′),

где x′ = (x1, . . . , xm), x
′′ = (xm+1, . . . xn), α ∈ N

m
0 —мультииндекс и ρ(α) = (α, κ). Более

того, остаток R(x′, x′′) может быть записан в виде

R(x′, x′′) =
∑

ρ(α)=1

x′αRα(x′, x′′) +
s∑
j=1

Cj(x
′′)bj(x′) +

∑
ρ(α)<1

x′αRα(x′′),

где Rα(0, 0) = 0 для ρ(α) = 1, α ∈ N
m
0 и для любого α с условием ρ(α) < 1 функция

Rα(x
′′)—плоская в нуле, где {b1, . . . , bs} образующие мономы фактор-алгебры A>1/(Iκm),

где A алгебра ростков гладких функций, зависящих от x′ = (x1, . . . , xm).
(b) Полином

p(x′) =
∑

ρ(α)=1

aαx
′α

выпуклый, и p(x′) > 0 для любого x′ 	= 0.

Доказательство. Прежде приведем некоторые вспомогательные утверждения.

Лемма 5.1. Пусть φ—выпуклая гладкая функция, определенная в некоторой выпуклой
окрестности начала координат и удовлетворяющая условиям φ(0) = 0, ∇φ(0) = 0, а так-
же

φ(x) = P (x) +R(x),

где P (x)—квазиоднородная полиномиальная функция с весом κ, и R(x)—остаточный член в
следующим смысле: справедливо предельное соотношение

lim
τ→+0

R(δκτ (x))

τ1+ε
= 0

с некоторым положительным числом ε. Тогда P (x) также выпуклый полином.

Доказательство. Лемма 5.1 доказана в работе [37]. Фактически доказательство этой леммы вы-
текает из стандартных рассуждений.

Лемма 5.2. Пусть P —однородный полином от двух переменных степени m � 2 вида

P (x1, x2) = xm1 + a1x
m−1
1 x2 + . . .+ akx

m−k
1 xk2.

Если P (x1, x2) выпукла и 1 � k � m−1, то m—четное натуральное число, а также a1 = . . . =
ak = 0.
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Доказательство. Если P (x1, x2)—выпуклый полином, то он имеет минимум в начале координат.
Поэтому m—четное натуральное число. С другой стороны, если ak0 	= 0 для некоторого 1 � k0 �
m−1, то существуют рациональные числа κ1, κ2 такие, что полином P (x1, x2) может быть записан
в виде P (x1, x2) = ak0x

m−k0
1 xk02 + R(x) с квазиоднородным полиномом ak0x

m−k0
1 xk02 и остаточным

членом R(x), удовлетворяющим условиям леммы 5.1. Так как P (x1, x2)—выпуклая функция, то
согласно лемме 5.1 ak0x

m−k0
1 xk02 также должна быть выпуклой, что неверно при 1 � k0 � m − 1.

Это противоречие доказывает лемму 5.2.

Следствие 5.1. Если P —однородный выпуклый полином от двух переменных степени
m � 2, удовлетворяющий условию P (0, x2) ≡ 0, то он имеет вид P (x1, x2) = a0x

m
1 .

Лемма 5.3. Пусть P —выпуклый однородный полином степени m � 2, зависящий от пере-
менных (x1, x2, . . . , xn). Если P (x) = 0 при x1 = x2 = . . . = xk = 0, то он зависит лишь от
переменных (x1, x2, . . . , xk). Точнее, существует выпуклый полином Q(x1, . . . , xk) такой, что
для любого x ∈ R

n имеет место равенство

P (x1, . . . , xn) = Q(x1, . . . , xk).

Доказательство. Если k = n, то доказывать нечего. С другой стороны, при n = 2 и k = 1
утверждение леммы 5.3 вытекает из следствия 5.1. Теперь, предполагая n > 2 и k � n−1, а также
с учетом условия P (0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn) ≡ 0, запишем полином P в виде:

P (x1, x2, . . . , xn) = Q(x1, x2, . . . , xk) +
∑

0<|α|<m
x′αaα(x′′),

где Q(x1, x2, . . . , xk)—однородный полином степени m от переменных x′ := (x1, x2, . . . , xk) и α :=
(α1, . . . , αk)—мультииндекс, а также aα(x′′)—однородный полином степени m−|α| от переменных
x′′ := (xk+1, . . . , xn).

Фиксируем x0 := (x′0, x′′0) и рассмотрим полином от двух переменных (t, τ), определенный по
соотношению:

P1(t, τ) := P (tx′0, τx′′0) = tmQ(x′0) +
∑

0<|α|<m
t|α|τm−|α|(x′0)αaα(x′′0).

Заметим, что P1(t, τ)—выпуклый однородный полином степени m от двух переменных (t, τ). По-
этому он имеет минимум в начале координат. Следовательно, Q(x′0) � 0 и m—четное натуральное
число. Если для любого x′0 справедливо равенство Q(x′0) = 0, то согласно следствию 5.1 имеем:

P1(t, τ) =
∑

0<|α|<m
t|α|τm−|α|(x′0)αaα(x′′0) ≡ 0 (5.1)

для любых точек x0 := (x′0, x′′0). Следовательно, P (x1, x2, . . . , xn) ≡ 0 и утверждение леммы 5.3
тривиально выполняется. Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда существует точка x′0
такая, что Q(x′0) > 0. Тогда согласно следствию 5.1 выполняется равенство (5.1) для любого x′′0,
когда x′ принадлежит некоторой окрестности точки x′0. Поэтому согласно теореме единственности
имеет место равенство: ∑

0<|α|<m
x′αaα(x′′) ≡ 0,

которое завершает доказательство леммы 5.3.

Предложение 5.1. Пусть f(x) = xl1g(x
′)—выпуклый однородный полином с l � 1, x′ :=

(x2, . . . , xn). Тогда g(x′) ≡ const.

Доказательство. Доказательство предложения 5.1 легко следует из леммы 5.2.

Лемма 5.4. Пусть P (x)—однородный ненулевой выпуклый полином. Тогда существует ор-
тогональная матрица A такая, что справедливо соотношение

P (Ax) = Q(x1, . . . , xk),

где 1 � k � n и Q(x1, . . . , xk)—также выпуклый полином, удовлетворяющий условию
Q(x1, . . . , xk) 	= 0 для любого (x1, . . . , xk) 	= 0.
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Доказательство. Если степень полинома P (x) равняется единице, то доказательство леммы 5.4
тривиально. Далее предположим, что deg(P ) � 2. Рассмотрим множество

S := {x ∈ R
n : P (x) = 0}.

Как доказал Г. Щульц, S—линейное подпространство пространства R
n. Если S = {0}, то в каче-

стве Q мы можем взять P, и этот полином удовлетворяет условиям леммы 5.4. Далее, рассмотрим
случай 1 � dimS < n. Так как P 	≡ 0, то dimS < n. Обозначим через S1 ортогональное до-
полнение этого подпространства. Предположим, что e1, . . . , ek —некоторый ортонормальный базис
в S1. Мы можем дополнить эту систему векторов до ортонормального базиса e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en
пространства R

n. Пусть A′ (где A′ —матрица, полученная транспонированием матрицы A) — ор-
тогональная матрица перехода от стандартного базиса пространства R

n к этому базису. Тогда
P1(x) := P (Ax)—выпуклый полином. Заметим, что подпространство S в новых координатах опре-
деляется уравнениями вида x1 = x2 = . . . = xk = 0. Следовательно, согласно лемме 5.3 в новых
координатах существует выпуклый однородный полином Q(x1, . . . , xk) такой, что выполняется ра-
венство:

P1(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn) = Q(x1, . . . , xk).

Так как множество нулей полинома P1 совпадает с подпространством x1 = x2 = . . . = xk = 0, то
при (x1, x2, . . . , xk) 	= 0 имеем: P1(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn) = Q(x1, . . . , xk) 	= 0. Что и требовалось
доказать.

Теперь приступим к доказательству теоремы 5.1. Доказательство этой теоремы конструктивно.
Оно основывается на построении нового базиса Щульца.

Построим многогранник Ньютона N(φ) функции φ по ряду Маклорена. Рассмотрим опорную к
N(φ) гиперплоскость, заданную уравнением:

x1 + x2 + . . .+ xn = N1 � 2.

Пусть γ1 — грань многогранника Ньютона, определенной следующим соотношением:

γ1 := N(φ) ∩ {x : x1 + x2 + . . .+ xn = N1} 	= ∅.

Рассмотрим однородный полином φγ1 степени 1 относительно веса (
1

N1
, . . . ,

1

N1
), соответствующий

этой грани, т. е.:

φγ1 :=
∑
α∈γ1

aαx
α.

Функция φ может быть записана в виде

φ(x) = φγ1(x) +R(x),

где R(x) остаточный член, удовлетворяющий условию:

R(δτ (x)) = O(τ1+ε) (при τ → +0)

для некоторого положительного числа ε > 0. Согласно лемме 5.4 заключаем, что φγ1 —выпуклый
однородный полином. Мы рассмотрим множество нулей этого полинома:

S0 = {x ∈ R
n : φγ1(x) = 0}.

Согласно результатам работы [37] S0 —линейное подпространство пространства R
n. Если

S0 = {0}, то исходная система координат является базисом Щульца для функции φ. В противном
случае обозначим через S1 ортогональное дополнение S0, и k1 = dimS1 � 1. Пусть {e1, . . . , ek1}—
некоторый ортонормальный базис S1. Мы можем дополнить этот базис до базиса пространства R

n.
Обозначим через A′

1 соответствующую ортогональную матрицу перехода от стандартного исход-
ного базиса пространства R

n к этому новому базису. Тогда получим:

φ(A1x) = Q1(x1, . . . , xk1) +R1(x),

где Q1 —выпуклый однородный полином степени N1 � 2, зависящий от переменных x1, . . . , xk1 и
удовлетворяющий условию Q1(x1, . . . , xk1) 	= 0 при (x1, . . . , xk1) 	= 0.
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Запишем остаточный член в виде:

R1(x
′, x′′) :=

∑
|α|=N1

x′αaα(x) +
∑

0<|α|<N1

x′αbα(x′′) + r(x′′),

где aα, bα, r— гладкие функции, а также aα(0) = 0 для любого мультииндекса α, удовлетворяю-
щего условию |α| = N1. Если bα при 0 < |α| < N1, а также r—плоские функции, то мы приходим
к доказательству теоремы 5.1. В противном случае среди этих функций существуют функции,
имеющие конечный порядок в нуле.

Точно так же, как исходная функция φ, гладкие функции bα(x′′) и r(x′′) записываются в виде:

r(x′′) = P (x′′) + R̃(x′′), bα(x
′′) := Pα(x

′′) +Rα(x
′′),

где P (x′′) и Pα(x
′′)—однородные полиномиальные функции степени N2 > N1 и mα, соответ-

ственно, т. е. порядок функции bα(x
′′) и r(x′′) относительно веса (1, . . . , 1) равен mα и N2 > N1,

соответственно. Отметим, что возможны случаи N2 = ∞ или mα = ∞ для некоторого α. Но по
нашему предположению среди этих чисел существуют конечные.

Лемма 5.5. Если порядок N2 функции r относительно веса (1, . . . , 1)—конечное натураль-
ное число, то для любого мультииндекса α из множества {0 < |α| < N1} выполняется нера-
венство

|α|
N1

+
mα

N2
� 1.

Более того, если r(x′′)—плоская функция, то функция∑
0<|α|<N1

x′αbα(x′′)

также является плоской функцией.

Доказательство. Предположим, что N2 —конечное натуральное число, и существуют мультиин-
дексы α и mα такие, что

|α|
N1

+
mα

N2
< 1.

Пусть

min{ |α|
N1

+
mα

N2
} = β.

Так как 0 < |α| < N1 и 0 < β < 1, то функция φ в записывается в виде:

φ(x′, x′′) =
∑

|α|
N1β

+ mα
N2β

=1

x′αPα(x′′) +R1(x
′, x′′) := P̃1(x

′, x′′) +R1(x
′, x′′),

где
P̃1(x

′, x′′) :=
∑

|α|
N1β

+ mα
N2β

=1

x′αPα(x′′)

—ненулевой квазиоднородный полином степени единица относительно веса (
1k
N1β

,
1n−k
N2β

) (где 1k

означает вектор 1k = (1, . . . , 1) в пространстве R
k, аналогично определяется 1n−k), и R1(x

′, x′′)—
остаточный член степени строго больше единицы относительно этого веса, иными словами, спра-

ведливо включение: R1 ∈ A>1. Так как r ∈ A>1 и Q1 ∈ A>1 относительно веса (
1k
N1β

,
1n−k
N2β

), то

в сумме, определяющей P̃1(x
′, x′′) для любого мультииндекса α, имеем: N1 > |α| > 0. Согласно

лемме 5.1 P̃1(x
′, x′′)—выпуклый квазиоднородный полином. Фиксируем (x′0, x′′0) и рассмотрим

выпуклый полином P̃1(tx
′0, τx′′0). Этот полином может быть записан в виде

P̃1(tx
′0, τx′′0) = tlR11(t, τ, x

′0, x′′0),

где R11 —однородный полином и l � 1. Согласно лемме 5.2 выполнено P̃1(x
′0, x′′0) = 0 для любого

фиксированного (x′0, x′′0), т. е. P̃1(x) ≡ 0. Это противоречит нашему предположению.
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Наконец, если r(x′′)—плоская функция, то в качестве N2 берем любое натуральное число,
большее, чем N1. И снова, повторяя вышеприведенные рассуждения, придем к противоречию
существования конечного натурального числа mα. Лемма 5.5 доказана.

Таким образом, если r(x′′)—плоская функция, то придем к базису Щульца и доказательство
теоремы 5.1 завершается.

В противном случае рассмотрим функцию:

φ1(x
′′) := R1(0, . . . , 0, x

′′),

где x′′ = (xk1+1, . . . , xn).
Заметим, что новая функция φ1(x′′) удовлетворяет всем условиям, поставленным на функцию φ.

Теперь повторим весь процесс, проделанный с функцией φ, с новой функцией φ1(x
′′), которая

зависит от меньшего числа переменных.
После конечного числа шагов получим подпространства S1, S2, . . . , Sν (где ν � n), удовлетворя-

ющие условиям: Si и Sj взаимно ортогональны при i 	= j и

R
n =

ν⊕
j=1

Sj .

При этом ограничение функции φ на Sν ∩ U является плоской функцией в начале координат при
m < n.

Вес κ := (κ1, . . . , κm) определяется из соотношения κl :=
1

N1
(где l = 1, dimS1, причем N1 —

четное натуральное число). Аналогично определяются κl+1, . . . , κm. Следовательно, для любого

1 � j � m имеем:
1

κj
четное натуральное число, а также min{κj} = κm.

Таким образом, определение базиса Щульца приводится к классической проблеме решения по-
линомиальных уравнений.

Теперь напишем вид остаточного члена. Функция φ в новой системе координат записывается в
виде:

φ(x′, x′′) = φ1(x
′, x′′) + φ2(x

′′),

где φ2(x′′)—плоская функция, а φ1(x′, x′′) имеет вид:

φ1(x
′, x′′) = P (x′) +R(x′, x′′),

где R(x′, x′′)—остаточный член. По построению базиса Щульца для любой фиксированной точки
x′′ из окрестности нуля справедливо включение R(·, x′′) ∈ A1. Поэтому согласно предложению 4.2
он записывается в виде:

R(x′, x′′) =
∑

ρ(α)=1

xαRα(x
′, x′′) +

s∑
ν=1

Cs(x
′′)bν(x′) +

∑
ρ(α)<1

x′αRα(x′′).

При этом согласно лемме 5.5 для любого мультииндекса α, удовлетворяющего условию ρ(α) < 1,
соответствующая функция Rα(x′′)—плоская в начале координат. Этим завершается доказатель-
ство теоремы 5.1.

Следствие 5.2. Пусть φ—выпуклая аналитическая функция в начале координат, удовле-
творяющая условиям φ(0) = 0 и ∇φ(0) = 0. Тогда существует ортонормальная система
координат, для которой выполняются следующие условия.

(a) Имеются целое число 0 � m � n и четные натуральные числа (k1, . . . , km) и κ :=

(
1

k1
, . . . ,

1

km
, 0, . . . , 0) такие, что функция φ записывается в виде

φ(x′, x′′) =
∑

ρ(α)=1

cαx
′α +R(x′, x′′),
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где x′ = (x1, . . . , xm), x
′′ = (xm+1, . . . , xn), α ∈ N

m
0 —мультииндекс и ρ(α) = (α, κ). Более

того, остаток R(x′, x′′) может быть записан в виде

R(x′, x′′) =
∑

ρ(α)=1

xαRα(x
′, x′′) +

s∑
ν=1

Cs(x
′′)bν(x′),

где Rα(0, 0) = 0 для ρ(α) = 1, α ∈ N
m
0 и {b1, . . . , bs}—базисные мономы фактор-алгебры

A>1/(Iκm).
(b) Полином p(x′) =

∑
ρ(α)=1

aαx
′α—выпуклый, и p(x′) > 0 для любого x′ 	= 0.

Доказательство. Доказательство следствия 5.2 вытекает из теоремы 5.1.

В случае, когда ранг нормального отображения не превосходит единицы, справедливо следую-
щее аналогичное утверждение.

Теорема 5.2. Пусть φ—ненулевая бесконечно гладкая функция, определенная в окрест-
ности нуля U и удовлетворяющая условиям φ(0) = 0 и ∇φ(0) = 0, а также существует
мультииндекс α такой, что Dαφ(0) 	= 0. Если для этой функции выполняется соотношение

D2φ ∧D2φ ≡ 0,

то существуют ортогональная матрица A и гладкие функции g(y), {gj}h−1
j=0 , определенные в

некоторой окрестности начала координат, такие, что справедливо следующее равенство:

φ(Ay) = yh1g(y) +

h−1∑
j=0

yj1gj(y2, . . . , yn),

причем g(0) 	= 0 и {gj}h−1
j=0 —плоские функции в начале координат, где 2 � h—натуральное

число.
При этом если φ—ненулевая вещественно-аналитическая функция в начале координат, и

она удовлетворяет условиям φ(0) = 0 и ∇φ(0) = 0, а также D2φ ∧D2φ ≡ 0, то существуют
ортогональная матрица A и вещественно-аналитическая функция g(y) в начале координат
такие, что справедливо следующее равенство:

φ(Ay) = yh1g(y),

причем g(0) 	= 0, где 2 � h—натуральное число.

Доказательство. Отметим, что теорема 5.2 формально не следует из теоремы 5.1, потому что из
выполнения условия теоремы 5.2 вообще говоря, не следует выпуклость функции φ. Однако методы
доказательства теоремы 5.1 позволяют получить доказательство теоремы 5.2 (ср. с [26]).

6. О ПОКАЗАТЕЛЕ ОСЦИЛЛЯЦИИ ОСЦИЛЛЯТОРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ С ВЫПУКЛОЙ ФАЗОЙ

В этом параграфе покажем, что показатель осцилляции осцилляторного интеграла с выпуклой
аналитической фазой определяется расстоянием до многогранника Ньютона в приспособленной
системе координат.

Теорема 6.1. Пусть φ—выпуклая гладкая функция, определенная в некоторой выпуклой
окрестности начала координат, и φ(0) = 0, а также ∇φ(0) = 0. Тогда после возможных
вращений координатных осей справедливы следующие утверждения:

1. если φ имеет конечный линейный тип в начале координат, то показатель осцилляции

β(φ) = − 1

h(φ)
, где h(φ) =

1

|κ| , κ = (κ1, . . . , κn)—веса однородности, определенной из

теоремы 5.1;
2. если φ—бесконечно гладкая функция, и h(φ) > 1—достаточно большое число, то пока-

затель осцилляции β(φ) функции φ совпадает с отрицательным числом − 1

h(φ)
;

3. при этом если φ—аналитическая функция в начале координат, то для показателя ос-

цилляции функции φ имеем: β(φ) = − 1

h(φ)
.
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Доказательство.
1. Если в теореме 5.1 m = n (этот случай соответствует классическому разложению Г. Щульца),

то утверждение следует из результатов работы [37].
3. Сначала докажем теорему 6.1 в случае, когда φ—выпуклая аналитическая функция. Пусть

κ = (κ1, . . . , κm)—вес квазиоднородности, определенный в теореме 5.1, и

ρ(x′) := xk11 + . . .+ xkmm .

Так как {kj}mj=1 четные натуральные числа, то множество

Σ := {x′ ∈ R
m : ρ(x′) := 1}

является гладкой поверхностью. Мы назовем множество Σ квазисферой.
Введем квазиполярную систему координат:

xj = ρκjψj(σ), j = 1, . . . ,m, xl = yl, l = m+ 1, . . . , n,

где σ— точка на квазисфере и {ψj}mj=1 — гладкие функции, определенные на квазисфере Σ, и ранг
дифференциала отображения ψ, заданного функциями {ψj}mj=1 всюду на квазисфере, равняется m
(более подробно см. [13]). Тогда согласно следствию 5.2 функция φ записывается в виде:

φ(δρ(ψ(s)), x
′′) = ρφ1(ψ(σ), x

′′, ρ),

причем функция φ1 оценивается снизу на квазисфере, точнее, для некоторого фиксированного
числа δ > 0 на квазисфере Σ выполняется неравенство

φ1(ψ(σ), 0, 0) � δ > 0.

Таким образом, после замены переменных осцилляторный интеграл записывается в виде:

J(λ) =

∫
a(δρ(ψ(s)), x

′′)eiλρφ1(ψ(s),x
′′,ρ)ρ|κ|−1dρdx′′Ω,

где Ω—форма объема на квазисфере {ρ(σ) = 1} (см. [12], а также [13]). Она называется формой
Гельфанда—Лере (см. [7]). Согласно лемме Эрдейи, для одномерного интеграла (см. [17])

J1(λ, σ, x
′′) =

∫
a(δρ(ψ(s)), x

′′)eiλρφ1(ψ(s),x
′′,ρ)ρ|κ|−1dρ

получим:
J1(λ, σ, x

′′) = Ca(0, x′′)λ−|κ| +O(λ−|κ|−ε) (приλ→ +∞)

с некоторым положительным числом ε > 0. Отсюда для интеграла J(λ) получим асимптотическое
соотношение:

J(λ) = C(a, φ)λ−|κ| +O(λ−|κ|−ε) (приλ→ +∞),

причем C(a, φ) 	= 0, если a—неотрицательная финитная функция, сосредоточенная в достаточно
малой окрестности начала координат, и a(0) > 0. Заметим, что фактически в аналитическом случае
получим главный член асимптотического разложения. Существование таких разложений вытекает
из классической теоремы Атьи—Бернштейна [19]. В частности, имеем:

β(φ) = −|κ| = − 1

h(φ)
.

2. В бесконечно гладком случае имеем дело с плоскими членами. Поэтому не удается получить
оценку в общем случае с использованием метода многогранников Ньютона.

Рассмотрим функцию вида

φ(x′, x′′) = p(x′) +R(x′, x′′) +
∑

0<ρ(α)<1

(x′)αRα(x′′),

где Rα—плоская функция при 0 < ρ(α) < 1.
Обозначим через βκ количество различных чисел 0 < ρ(α) < 1 для векторов α c неотрицатель-

ными целыми компонентами, т. е.

βκ := �{ρ(α) : α ∈ N
m
0 , 0 < ρ(α) < 1},

где �X означает мощность конечного множества X.
Пусть {ρ(α) : α ∈ N

m
0 , 0 < ρ(α) < 1} = {ν1, . . . , νβκ}.



ОБ ОГРАНИЧЕННОСТИ МАКСИМАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ, СВЯЗАННЫХ С ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯМИ 665

Рассмотрим осцилляторный интеграл:

J1(λ) :=

∫

R+

e
iλ(b0r+

βκ∑

l=1
clr

νl )
r|κ|−1a(r)dr,

где a ∈ C∞
0 (R).

Лемма 6.1. Для интеграла J1(λ) при |λ| > 2 справедлива следующая оценка:

|J1(λ)| � C lnl |λ|
|λ|γ , (6.1)

где γ := min{ 1

|κ| ,
1

βν + 1
}, причем l = 1, если |κ| = 1

βν + 1
, в противном случае l = 0.

Доказательство. Аналогичное утверждение для преобразования Фурье мер, сосредоточенных на
выпуклых гиперповерхностях конечного линейного типа, доказано в работе [33].

Ради полноты изложения приведем доказательство леммы 6.1. Пусть ω ∈ C∞
0 (

1

2
� r � 2)—

неотрицательная функция, удовлетворяющая условию
∞∑

j=−∞
ω(2jr) = 1 для любого r > 0.

С помощью этого разбиения единицы мы можем разложить интеграл J1(λ) в ряд:

J1(λ) =
∞∑
j=j0

J j(λ),

где j0 —достаточно большое натуральное число (легко видеть, что чем меньше носитель амплиту-
ды, тем больше j0) и

J j(λ) :=

∫

R+

e
iλ(b0r+

βκ∑

l=1
clr

νl )
r|κ|−1a(r)ω(2jr)dr.

Рассмотрим оценку интеграла J j(λ). Используя замену переменных, определенную растяжением
2jr → r, получим:

J j(λ) := 2−j|κ|
∫

R+

e
iλ2−j(b0r+

βκ∑

l=1
cl2

j(1−νl)rνl )
r|κ|−1a(2−jr)ω(r)dr.

Для оценки последнего интеграла отдельно рассмотрим случай, когда j ∈ {j0 � j : λ2−j �M}, где
M достаточно большое фиксированное число. В этом случае подынтегральная функция быстро не
осциллирует, и мы используем тривиальную оценку:

|J j(λ)| � c2−j|κ|. (6.2)

Теперь предположим, что λ2−j > M. В этом случае осцилляторный интеграл J j(λ) может быть
рассмотрен как преобразование Фурье меры, сосредоточенной на кривой (b0r, . . . , r

νβκ ). Эта кри-
вая имеет ненулевое кручение. Следовательно интеграл J j(λ) оценивается следующим образом
(см. [10]):

|J j(λ)| � c2−j|κ|
C

|2−jλ| 1
βν+1

. (6.3)

В частности, если |κ| = 1

βν + 1
, то имеем оценку

|J j(λ)| � C

|λ| 1
βν+1

. (6.4)
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Таким образом, если |κ| 	= 1

βν + 1
, то для осцилляторного интеграла J1(λ) получим оценку:

|J1(λ)| �
∑

λ2−j�M
|J j(λ)|+

∑
λ2−j>M

|J j(λ)| �

� C

⎛
⎝ ∑
λ2−j�M

2−|κ|j +
∑

λ2−j>M

2−|κ|j

|2−jλ| 1
βν+1

⎞
⎠ � C

|λ|κ +
C

|λ| 1
βν+1

� C

|λ|γ .

Если |κ| = 1

βν + 1
, то используя оценку (6.4), получим аналогичную оценку с логарифмическим

множителем. Что и завершает доказательство леммы 5.5.

Из леммы 5.5 вытекает доказательство части 2 теоремы 6.1 в случае выпуклых гладких фазовых
функций.

7. ОЦЕНКИ МАКСИМАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ, ЗАВИСЯЩИХ ОТ ПАРАМЕТРОВ

(ОЦЕНКИ ТИПА ВАН ДЕР КОРПУТА)

Пусть S ⊂ R
n+1 — гладкая гиперповерхность. Если она в точке x0 ∈ S имеет конечный порядок

касания с аффинной касательной гиперплоскостью, то говорят, что она имеет конечный тип в
этой точке (см. [41, стр. 350]). Можно дать аналитическое определение этого понятия. Действи-
тельно, в достаточно малой окрестности этой точки представим гиперповерхность в виде графика
некоторой гладкой функции (см. [8]). Без ограничения общности можем считать, что x0 = 0. Тогда
вращением системы координат S представляется в виде графика функции xn+1 = φ(x1, . . . , xn),
удовлетворяющей условиям: φ(0) = 0,∇φ(0) = 0. Конечность типа означает существование мульти-
индекса α такого, что Dαφ(0) 	= 0 (ср. с [41, с. 350]). Минимальное число τ такое, что существует
мультииндекс α ∈ {α : |α| � τ}, для которого выполняется условие Dαφ(0) 	= 0, называется типом
гиперповерхности S в точке x0. Обозначим этот тип через τx0(S).

Далее мы рассмотрим семейство гладких гиперповерхностей, зависящих от дополнительных
параметров S(σ) ⊂ R

n+1, где σ ∈ R
m—параметр. Пусть S(σ) ⊂ R

n+1 — семейство гладких гипер-
поверхностей, гладко зависящих от параметра σ ∈ R

m, и ψ ∈ C∞
0 (Rn+1 × R

m)—неотрицательная
гладкая функция с компактным носителем.

В этом параграфе рассмотрим оценки типа Ван дер Корпута для максимальных операторов при
условии, что функция плотности ψ сосредоточена в достаточно малой окрестности фиксированной
точки x0 гиперповерхности S(0). Ради определенности можем считать, что x0 = (0, . . . , 0, C), где
C 	= 0—фиксированное вещественное число, и семейство гиперповерхностей задано в виде:

xn+1 = C(σ, ε) + εφ(x, σ),

где φ(x, σ)— семейство гладких функций, удовлетворяющих условиям: φ(0, 0) = 0 и ∇xφ(0, 0) = 0,
а также C(σ, ε)— гладкая функция, такая, что C(0, 0) 	= 0, и ε—положительное вещественное
число. Рассмотрим оператор усреднения, заданный в виде:

Aσ,εt f(x) :=

∫

Rn

f(y1 − tx1, . . . , yn − txn, xn+1 − t(C(σ, ε) + εφ(x, σ)))ψ(x, σ)dx. (7.1)

Соответствующий максимальный оператор определяется соотношением:

Mσ,εf(x) := sup
t>0

|Aσ,εt f(x)|. (7.2)

Следующий результат является аналогом многомерной леммы Ван дер Корпута для максимальных
операторов.

Теорема 7.1. Пусть φ(x, σ)—семейство бесконечно гладких функций, удовлетворяющее
условиям: φ(0, 0) = 0 и ∇xφ(0, 0) = 0, а также функция φ(x, 0) имеет конечный тип τ в
начале координат. Тогда существуют окрестность нуля U × V ⊂ R

n × R
m и положительное

число ε0 такие, что для любой неотрицательной функции ψ ∈ C∞
0 (U × V ) максимальный

оператор (7.2) ограничен в Lp(Rn+1) при 0 < ε < ε0 и p > τ.
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Более того, для любого p > τ существует постоянное число Cp такое, что при любом
элементе f ∈ C∞

0 (Rn+1) для оператора (7.2) справедлива следующая равномерная по σ ∈ V
оценка:

‖Mσ,εf‖Lp(Rn+1) :=
Cp

ε
1
p

‖f‖Lp(Rn+1). (7.3)

Замечание 7.1 (ср. с [41, с. 342]). Теорема 7.1 является аналогом теоремы К.Д. Согги. В ра-
боте [38] доказано аналогичное утверждение в случае, когда ε = 1 и φ—фиксированная функция,
независящая от параметров, а также τ = 2.

Доказательство. Сначала приведем доказательство следующей вспомогательной леммы.

Лемма 7.1. Оператор усреднения Aσ, εt f может быть записан в виде

Aσ, εt f(y) =

bn∫

−bn

bn−1∫

−bn−1

. . .

b2∫

−b2

RθAσ, ε,θ
t R−θf(y)dθ, (7.4)

где bi > 0, i = 2, n, Rθ := Rθ2Rθ3 . . . Rθn , R−θ := R−θnR−θn−1 . . . R−θ2 и

Aσ, ε,θ
t f(y) :=

∫

R

f
(
y1 − tx1, y2 − t(C̃(σ, ε, θ) + εφ2(x1, θ, σ, ε)), y3, . . . , yn+1

)
ψ2(x1, θ, σ, ε)dx1, (7.5)

где C̃(σ, ε, θ), (θ := (θ2, . . . , θn))— гладкая функция, удовлетворяющая условию C(0) 	= 0, а
также Rθj (j = 2, . . . , n)—оператор вращения, определяемый формулой:

Rθjf(x) := f(x1, . . . , xj , xj sin θj + xj+1 cos θj , xj cos θj − sin θjxj+2, . . . , xn).

Доказательство. Так как аналогичное утверждение доказано в работе [9] при n = 2, мы огра-
ничимся лишь схемой доказательства. Точки пространства R

n+1 запишем в виде (y, yn+1), где
y ∈ R

n, yn+1 ∈ R, а также используем обозначение x′ := (x1, x2, . . . , xn−1), так что x = (x′, xn),
аналогично y = (y′, yn).

Рассмотрим уравнение относительно xn:

sin θn
(
C(σ, ε) + εφ(x, σ)

)− cos θnxn = 0. (7.6)

Согласно теореме о неявной функции уравнение (7.6) имеет единственное гладкое решение
xn(x

′, θn, σ, ε) при малых |x′|, |σ|, |θn| и ε, причем
xn(0, 0, . . . , 0) = 0,

xn(x
′, θn, σ, 0) = C(σ, ε) tg θn,

∂

∂θn
xn(0, 0, . . . , 0) = C(0, 0) 	= 0.

Поэтому в интеграле (7.1) можем использовать замену переменных x → (x′, xn(x′, θn, σ, ε)) и
получим:

Aσ, εt f(y) =

∫

Rn

f
(
y′ − tx′, yn − xn(x

′, θn, σ, ε),

yn+1 − t(C(σ, ε) + εφ(x′, xn(x′, θn, σ, ε), σ))
)
ψ1(x

′, θn, σ, ε)dx′dθn,

(7.7)

где
ψ1(x

′, σ, θn, ε) := ψ(x′, xn(x′, σ, θn, ε))|J(x′, σ, θn, ε)|,
а J(x′, σ, θn, ε)—Якобиан замены переменных.

Теперь запишем интеграл (7.7) как повторный интеграл, т. е.

Aσ, εt f(y) =

bn∫

−bn

Aσ, ε,θnt f(y)dθn,
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где bn некоторое положительное число и Aσ, ε, θnt f —оператор усреднения, определяемый равен-
ством:

Aσ, ε, θnt f(y) =

∫

Rn−1

f
(
y′ − tx′, yn − xn(x

′, θn, σ, ε),

yn+1 − t(C(ε, σ) + εφ(x′, xn(x′, θn, σ, ε), σ))
)
ψ1(x

′, θn, σ, ε)dx′.

Теперь определим операторы, заданные вращением:

Rθnf(x′, xn, xn+1) := f(x′, xn sin θn + xn+1 cos θn, xn cos θn − xn+1 sin θn),

и R−θnf —обратный оператор. Очевидно, что это изометрические операторы в пространстве
Lp(Rn+1).

Теперь, умножая оператор усреднения Aσ, ε, θnt справа и слева на операторы вращения Rθn и
R−θn , соответственно, получим новый оператор усреднения Aσ, ε, θn

t := R−θnAσ, ε, θnt Rθn . Непосред-
ственными вычислениями имеем:

Aσ, ε, θn
t f(y′, yn, yn+1) =

∫

Rn−1

f(y′ − tx′, yn −

− t(xn(x
′, θn, σ, ε) sin θn + (C(σ, ε) + εφ(x′, xn(x′, θn, σ, ε), σ) cos θn, yn+1)ψ1(x

′, θn, ε)dx′.

Так как xn(x′, θn, σ, ε)—решение уравнения (7.6), то оно удовлетворяет условиям:

xn(x
′, θn, σ, 0) = C(σ, 0) tg θn.

Следовательно, согласно теореме деления (см. [18]), функция xn(x′, θn, σ, ε) − C(σ, ε) tg θn запи-
сывается в виде:

xn(x
′, θn, σ, ε)− C(σ, 0) tg θn = εθng(x

′, θn, σ, ε),

где g—некоторая гладкая функция.
Таким образом, оператор усреднения Aσ, ε, θn

t приводится к виду:

Aσ, ε, θn
t f(y′, yn, yn+1) =

∫

Rn−1

f(y′ − tx′, yn − t(C(σ, ε, θn) + εφ1(x
′, θn, σ, ε), yn+1)ψ1(x

′, θn, ε)dx′,

где

C1(σ, ε, θn) := C(σ, ε) cos θn + sin θn tg θnC(σ, 0),

φ1(x
′, θn, σ, ε) := φ(x′, xn(x′, θn, σ, ε), σ) cos θn + θn sin θng(x

′, θn, σ, ε).

Следовательно, первоначальный оператор усреднения Aσ, εt записывается в виде:

Aσ, εt f(y) =

bn∫

−bn

(RθnAσ, ε, θn
t R−θn)f(y)dθn.

В частности, в случае n = 2 придем к доказательству леммы 7.1. В случае n > 2 используется
метод индукции и доказательство леммы 7.1 завершается.

Доказательство теоремы 7.1. Если φ(x, σ) удовлетворяет условиям теоремы 7.1, то вращением
системы координат можем считать, что α := (τ, 0, . . . , 0), иными словами,

∂τ1φ(0, 0) 	= 0.

Теперь, применяя лемму 7.1, можно записать оператор усреднения в виде (7.4). Если f ∈
C∞
0 (Rn+1), то Aσ, ε

t f(y)—непрерывная функция от (t, y, σ, ε), и Aσ, ε,θ
t f(y)— также непрерывная

функция от (t, y, σ, θ, ε). Заметим, что согласно лемме 7.1 для полученной функции φ2(x1, θ, σ, ε)
выполняется условие

∂τ1φ2(0, 0, 0, 0) 	= 0.
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Поэтому, фиксируя y, можем записать следующее очевидное неравенство:

sup
t>0

|Aσ, εt f(y)| �
bn∫

−bn

bn−1∫

−bn−1

. . .

b2∫

−b2

sup
t>0

|RθAσ, ε,θ
t R−θf(y)|dθ.

Так как θ не зависит от t, то для фиксированного θ можем использовать «монотонность» оператора
вращения и имеем:

sup
t>0

|RθAσ, ε,θ
t R−θf(y)| � Rθ sup

t>0
|Aσ, ε,θ

t R−θf(y)|.

Введем максимальный оператор, зависящий от параметров (σ, ε, θ):

Mσ, ε,θf(y)| := sup
t>0

|Aσ, ε,θ
t R−θf(y)|. (7.8)

Согласно [27, теорема 4.2], для максимального оператора (7.8) при любом фиксированном p > τ
получим оценку:

‖Mσ, ε,θf(y)|‖Lp(Rn+1) � Cpε
− 1

p ‖R−θf‖Lp(Rn+1) = Cpε
− 1

p ‖f‖Lp(Rn+1).

Наконец, интегрируя последнюю оценку по множеству {|θn| < bn, |θn−1| < bn−1 . . . , |θ2| < b2},
получим искомую оценку. Что завершает доказательство теоремы 7.1.

8. ОЦЕНКИ МАКСИМАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ, АССОЦИИРОВАННЫХ С ВЫПУКЛЫМИ

ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯМИ

В этом разделе докажем аналог теоремы Иосевича—Соера [33] для произвольных выпуклых
аналитических гиперповерхностей.

Теорема 8.1. Пусть S—произвольная выпуклая аналитическая гиперповерхность, удовле-
творяющая условиям трансверсальности в каждой точке носителя плотности 0 � ψ ∈
C∞
0 (S), и

hψ(S) := sup
x∈supp(ψ)

hx(S).

Тогда для любого p > max{hψ(S), 2} максимальный оператор M ограничен в Lp(Rn+1).
Более того, если для некоторой точки x0 ∈ S выполняется неравенство

ψ(x0) > 0,

то для любого 1 � p � hx0(S) максимальный оператор M неограничен в Lp(Rn+1). В частно-
сти, если hx0(S) � 2, то имеет место равенство

Px0(S) = hx0(S).

Доказательство. Используя стандартное разбиение единицы, мы можем считать, что плотность ψ
сосредоточена в достаточно малой окрестности фиксированной точки x0, скажем, x0 = (0, . . . , 0, 1),
а также гиперповерхность S задана в виде графика выпуклой вещественно-аналитической функ-
ции, т. е.

xn+1 = 1 + φ(x).

Здесь φ—вещественно-аналитическая выпуклая функция, удовлетворяющая условиям: φ(0) = 0,
∇φ(0) = 0. Тогда покажем, что существует окрестность U точки x0 := (0, . . . , 0, 1) такая, что для
любой неотрицательной функции ψ ∈ C∞

0 (S
⋂
U) и p > max{h(φ), 2} максимальный оператор M

ограничен в Lp(Rn+1). Более, того, если ψ(0) 	= 0, а также h(φ) � 2, то для любого 1 � p � h(φ)
максимальный оператор M неограничен в Lp(Rn+1).

Как известно, поведение максимальных операторов инвариантно относительно линейной замены
переменных пространства R

n+1. С другой стороны, согласно следствию 5.2 функция φ приводится
к специальному виду

φ(x) = p(x′) +R(x′, x′′),
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где p(x′)—выпуклый полином и R(x′, x′′)—остаточный член. Поэтому без ограничения общности
можем считать, что первоначальная функция приведена к этому виду и, следовательно, исходная
система координат приспособлена к функции φ. Исследуем поведение оператора усреднения

Atf(y) =

∫

Rn

f(y − tx, yn+1 − t(1 + φ(x)))ψ1(x)dx, (8.1)

где
ψ1(x) = ψ(x)

√
1 + |∇φ(x)|2, ψ1 ∈ C∞

0 (V ),

а V ⊂ R
n—некоторая окрестность начала координат.

Пусть ρ(x′)—квазиоднородная «норма», определяемая весом κ:

ρ(x′) = xk11 + . . .+ xkmm ,

и ω—бесконечно гладкая функция, удовлетворяющая условиям 0 � ω � 1,

ω(x′) =

{
1 при ρ(x′) � 1,

0 при ρ(x′) � 2.

Рассмотрим функцию:
χ(x′) := ω(x′)− ω(δ2(x

′)).
Тогда

supp(χ) ⊂ D := {1
2
� ρ(x′) � 2}.

Пусть χj(x′) := χ(δ2j (x
′)). Легко показать, что выполняется следующее равенство:

∞∑
j=j0

χj(x
′) = 1 при 0 < ρ(x′) � 21−j0 .

В соответствии с этим разложением для оператора усреднения Atf получим

Atf =
∞∑
j=j0

Ajtf(y),

где

Ajtf(y) :=

∫

Rn

f(y − tx, yn+1 − t(1 + φ(x)))ψ1(x)χj(x
′)dx.

Соответствующий максимальный оператор обозначается через Mj .
Теперь используем замену переменных, заданную растяжением x′ = δ2−j (w′), xi = wi, где

w′ ∈ D, i = m+ 1, n. В результате для оператора усреднения Ajtf получим выражение

Ajtf(y) = 2−j|κ|
∫

Rn

f(y′ − tδ2−j (w′), ym+1 − twm+1, . . . , yn − twn,

yn+1 − t(1 + 2−j(p(w′) +Rj(w)))ψ̃1((δ2−jw′), w′′)χ(w′)dw,

где Rj(w) = 2jR(δ2−jw′, w′′), ψ̃j(w) = ψ1(δ2−j (w′), w′′), |κ| = 1

h(φ)
. Здесь j � j0, и в зависимости

от малости носителя ψ1 можем выбрать j0 достаточно большим.
Следующий оператор растяжения

T jf(y) := 2
j|κ|
p f(δ2j (y

′), y′′, yn+1)

преобразуют оператор усреднения Ajtf к новому оператору:

T−jAjtT
jf(y) = 2−j|κ|

∫

Rn

f

(
y − tw, yn+1 − t(1 + 2−j(p(w′) +Rj(w))

)
ψ̃1(w)χ(w

′)dw.
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Так как supp(χ) ⊂ {1
2
� ρ(w′) � 2}, то тип гиперповерхности S, заданной уравнением

wn+1 = p(w′) 	= 0,

в каждой точке w′ носителя функции χ совпадает с 2, т. е. τw′(S) = 2 (см. [33]). Поэтому,
используя подходящее разбиение единицы, можем применить теорему 7.1 к максимальному опе-
ратору Mj , так что этот оператор ограничен в Lp при p > 2. Более того, справедлива следующая
оценка:

‖Mjf‖Lp � ‖ sup
t>0

|Ajtf |‖Lp � Dp2
− j

h(φ)
+ j

p ‖f‖Lp .

Следовательно, ∑
j�j0

‖M jf‖Lp �
∑
j�j0

Dp2
− j

h(φ)
+ j

p ‖f‖Lp ,

где Dp—некоторое положительное число.
Последний ряд сходится при p > max{2, h(φ)}. Поэтому для произвольного p > max{2, h(φ)}

справедлива следующая оценка:

‖Mf‖Lp �
∑
j�j0

‖M jf‖Lp � Cp‖f‖Lp .

Следовательно, максимальный оператор M ограничен в Lp при p > max{2, h(φ)}.
Теперь, предполагая ψ1(0) > 0, покажем, что максимальный оператор M не ограничен в

Lp(Rn+1) при p � h. Рассмотрим следующую функцию:

f(x, xn+1) =
η1(x)η2(xn+1)

|xn+1|
1
p | ln |xn+1||

(см. [41]), где η1, η2 —некоторые неотрицательные финитные функции, удовлетворяющие услови-
ям:

η1(x)η2(xn+1) =

{
1, |x| � δ

2
,

0, |x| � δ.

Тогда f ∈ Lp(Rn+1) при p > 1. Здесь κ—достаточно малое число. Значение оператора усреднения
в этой функции записывается в виде:

Atf(y) =

∫

Rn

η1(y − tz)η2(yn+1 − t(1 + p(x′) +R(x′, x′′)))

|yn+1 − t(1 + p(x′) +R(x′, x′′))| 1p | ln |yn+1 − t(1 + p(x′) +R(x′, x′′))||
ψ1(x)dx.

Следовательно, при t = yn+1 > 0 и достаточно малых (y1, y2, . . . , yn, yn+1) получим:

sup
t>0

|A1
t f(y)| � C1

∫

|x|� δ
2

1

||p(x′) +R(x′, x′′)| 1p ln |p(x′) +R(x′, x′′)|| 1p
dx,

где C1 —некоторое положительное число.
Таким образом, если ψ1(0) 	= 0, то последний интеграл в правой части неравенства расхо-

дится при p � h(φ). Поэтому для таких значений y имеем Mf(y) = +∞ и, следовательно,
Mf 	∈ Lq(Rn+1) для произвольного q � 1. Мы можем заключить, что для h(φ) � p > 1 имеет
место включение f ∈ Lp(Rn+1) и Mf 	∈ Lq(Rn+1) для произвольного числа q � 1. В частности,
максимальный оператор неограничен в Lp(Rn+1).

Наконец, стандартные методы разбиения единицы завершают доказательство теоремы 8.1.

Пусть S — гладкая гиперповерхность в R
n+1, и пусть Bu(x

0, S) обозначает множество всех
β � 0, для которых существует окрестность Uβ точки x0 в S такая, что для всех функций
ψ ∈ C∞

0 (Uβ) выполняется следующая оценка:∣∣∣∣∣∣
∫

S

ei(x,ξ)ψ(x)dS(x)

∣∣∣∣∣∣ � Cβ(ψ)(1 + |ξ|)β для каждого ξ ∈ R
n+1. (8.2)
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Тогда
βu(x

0, S) := inf{β : β ∈ Bu(x
0, S)}.

Число βu(x
0, S) называется равномерным показателем осцилляции преобразования Фурье по-

верхностной меры dS в точке x0.
Это определение близко первоначальному определению В.И. Арнольда [1].
Если мы ограничимся нормальным направлением к гиперповерхности S в точке x0, то можем

определить аналогичное понятие: индивидуальный показатель осцилляции гиперповерхности S в
этой точке x0 ∈ S. Точнее, если N(x0)— единичный вектор нормали к S в точке x0, то определим
B(x0, S) как множество всех β � 0 таких, что существует окрестность Uβ точки x0 в S такая, что
для произвольной функции ψ ∈ C∞

0 (Uβ), выполняется оценка (8.2) вдоль направления RN(x0),
т. е. ∣∣∣∣∣∣

∫

S

eiλ(x,N(x0))ψ(x)dS(x)

∣∣∣∣∣∣ � Cβ (1 + |λ|)β для любогоλ ∈ R. (8.3)

Тогда
β(x0, S) := inf{β : β ∈ B(x0, S)}.

Это число называется индивидуальным показателем осцилляции преобразования Фурье поверх-
ностной меры dS в точке x0. Здесь аналитичность фазы не предполагается. Следует отметить,
что определение, данное в монографии [3], более точное. Однако оно основывается на явном виде
асимптотического разложения осцилляторного интеграла с аналитической фазой и, как следствие,
не применимо для случая, когда фаза является произвольной гладкой функцией, так как асимпто-
тическое поведение осцилляторных интегралов с гладкой фазой может быть довольно экзотичным.

В случае, когда S задается в виде графика функции φ, то понятие βu(φ) совпадает с определени-
ем равномерного показателя осцилляции, данным в монографии [3, с. 148], если мы ограничимся с
«линейными» деформациями, и β(φ) совпадает с индивидуальным показателем осцилляции для φ,
данным в работе [1] (ср. с [27]).

В работе [16] доказано равенство

βu(x
0, S) = max{β(x0, S),−1

2
}

для произвольных выпуклых аналитических гиперповерхностей.
Теперь мы определим равномерный контактный индекс γu(x0, S) гиперповерхности S в точке

x0 ∈ S следующим образом (см. [27]). Пусть Cu(x
0, S) обозначает множество всех вещественных

чисел γ � 0, для которых существует открытая окрестность Uγ точки x0 на S такая, что для
произвольной аффинной гиперплоскости H в R

n+1 выполняется оценка∫

Uγ

dH(x)
−γ dS(x) <∞, (8.4)

где dH(x)—расстояние от точки x до гиперплоскости H.
Наконец, положим

γu(x
0, S) := sup{γ : γ ∈ Cu(x

0, S)}.
Аналогично, пусть C(x0, S) обозначает множество всех γ � 0, для которых существует окрестность
Uγ точки x0 на S такая, что ∫

Uγ

dT,x0(x)
−γ dS(x) <∞, (8.5)

где T —касательная плоскость к S в точке x0, и назовем число

γ(x0, S) := sup{γ : γ ∈ C(x0, S)}
контактным индексом γ(x0, S) гиперповерхности S в точке x0 ∈ S.

Ясно, что
βu(x

0, S) � β(x0, S), γu(x
0, S) � γ(x0, S). (8.6)

Следующее утверждение подтверждает гипотезу Стейна—Иосевича—Соера для выпуклых анали-
тических гиперповерхностей.
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Теорема 8.2. Пусть S—аналитическая выпуклая гиперповерхность в R
n+1, и пусть

x0 ∈ S—фиксированная точка такая, что h(x0, S) � 2. Тогда справедливы следующие ра-
венства:

−βu(x0, S) = −β(x0, S) = γu(x
0, S) = γ(x0, S) = 1/h(x0, S) = 1/px0(S).

Заметим, что для аналитических гиперповерхностей оценка γ(x0, S) � 1/h(x0, S) в случае
h(x0, S) � 1 доказана в классической работе А.Н. Варченко [6], а также в работе [36] рас-
смотрены аналогичные задачи. Частные результаты содержатся в работах [23,24].

Как следствие теоремы 8.2, получим

Следствие 8.1. Пусть S—аналитическая выпуклая гиперповерхность в R
n+1, и пусть

x0 ∈ S—фиксированная точка такая, что h(x0, S) � 2. Тогда существует окрестность U ⊂ S
такая, что для произвольной точки x ∈ U выполняется неравенство

h(x, S) � h(x0, S).

9. КРИТЕРИЙ Lp-ОГРАНИЧЕННОСТИ МАКСИМАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Результаты следующей теоремы отвечают на следующий вопрос: для каких гиперповерхностей
соответствующий максимальный оператор ограничен в Lp(Rn+1) при некотором конечном значе-
нии p?

Теорема 9.1. Пусть S— гладкая гиперповерхность, удовлетворяющая условию трансвер-
сальности в каждой точке носителя плотности 0 � ψ ∈ C∞

0 (S), и

τψ(S) := sup
x∈supp(ψ)

τx(S).

Тогда для любого p > τψ(S) максимальный оператор M ограничен в Lp(Rn+1). Обратно, если
максимальный оператор ограничен в Lp при некотором конечном p, то гиперповерхность S
имеет конечный тип в каждой точке x0 такой, что ψ(x0) > 0.

Доказательство. Используя стандартное разбиение единицы, мы можем считать, что плотность ψ
сосредоточена в достаточно малой окрестности фиксированной точки x0, скажем, x0 = (0, . . . , 0, 1),
а также гиперповерхность S задана в виде графика гладкой функции, т. е.

xn+1 = 1 + φ(x).

Здесь φ— гладкая функция, удовлетворяющая условиям: φ(0) = 0, ∇φ(0) = 0 см. [8]. Покажем,
что существует окрестность U точки (0, . . . , 0, 1) ∈ R

n+1 такая, что для любой неотрицательной
функции ψ ∈ C∞

0 (S
⋂
U) и p > τx0(S) максимальный оператор M ограничен в Lp(Rn+1).

Свойство Lp(Rn+1)-ограниченности максимальных операторов инвариантно относительно ли-
нейной замены переменных пространства R

n+1. Поэтому без ограничения общности можем счи-
тать, что

∂m1 φ(0) 	= 0,

где m = τx0(S).
Пусть 0 � ω � 1—бесконечно гладкая сферически-симметричная функция, удовлетворяющая

условиям:

ω(x) =

{
1 при |x| � 1,

0 при |x| � 2.

Рассмотрим функцию
χ(x) := ω(x)− ω(2x).

Тогда

supp(χ) ⊂ D := {1
2
� |x| � 2}.

Пусть χj(x) := χ(2jx). Легко показать, что выполняется следующее равенство:
∞∑
j=j0

χj(x) = 1 при 0 < |x| � 21−j0 .
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В соответствии с этим разложением для оператора усреднения Atf получим

Atf =
∞∑
j=j0

Ajtf(y),

где

Ajtf(y) :=

∫

Rn

f(y − tx, yn+1 − t(1 + φ(x)))ψ(x)χj(x)dx.

Соответствующий максимальный оператор обозначается через Mj .
Теперь используем замену переменных, заданную растяжением x = 2−jw. В результате для

оператора усреднения Ajtf получим выражение

Ajtf(y) = 2−jn
∫

Rn

f(y − t2−jw, yn+1 − t(1 + 2−jm(p(w) +Rj(w)))××ψ̃(2−jmw)χ(w)dw,

где

Rj(w) = 2jR(2−jw), ψ̃j(w) = ψ(2−jw),

здесь j � j0, и в зависимости от малости носителя ψ мы можем выбрать j0 достаточно большим.
Операторы растяжений

T jf(y) := 2
jn
p f(2jy)

преобразуют операторы усреднения Ajtf в новые операторы:

T−jAjtT
jf(y) = 2−jn

∫

Rn

f

(
y − tw, yn+1 − t(1 + 2−jm(p(w) +Rj(w))

)
ψ̃(w)χ(w)dw.

Теперь, согласно теореме 7.1 при p > m, получим:

‖Mjf‖Lp � ‖ sup
t>0

|Ajtf |‖Lp � Dp2
−jn+ jm

p ‖f‖Lp . (9.1)

Следовательно, ∑
j�j0

‖M jf‖Lp �
∑
j�j0

Dp2
−jn+ jm

p ‖f‖Lp , (9.2)

где Dp—некоторое положительное число. Последний ряд сходится при p > m. Поэтому для
произвольного p > m справедлива следующая оценка:

‖Mf‖Lp �
∑
j�j0

‖M jf‖Lp � Cp‖f‖Lp . (9.3)

Следовательно, максимальный оператор M ограничен в Lp при p > m.
Теперь, предполагая ψ(0) > 0, покажем, что максимальный оператор M неограничен в Lp(Rn+1)

при p <∞, если функция φ плоская в начале координат. Действительно, если φ—плоская в начале
координат, то для любого конечного q следующий интеграл расходится:∫

U

dx

|φ(x)| 1q
= ∞,

где U —произвольная окрестность начала координат. Поэтому, согласно необходимому условию,
приведенному в работе [33], соответствующий максимальный оператор неограничен в Lp при p < q.
Таким образом, если максимальный оператор ограничен в некотором конечном значении p < q, то
гиперповерхность в каждой точке x0 такой, что ψ(x0) > 0, имеет конечный тип.

Теперь приведем критерий Lp-ограниченности максимального оператора в терминах инварианта
Λ1 гиперповерхности S.
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Следствие 9.1. Если для гладкой гиперповерхности, удовлетворяющей условиям трансвер-
сальности, инвариант Λ1(x) не имеет нулей бесконечного порядка, то существует конечное
число p(S) такое, что при любом p > p(S) соответствующий максимальный оператор огра-
ничен в Lp.
Обратно, если максимальный оператор ограничен в Lp для некоторого конечного p, то ин-

вариант Λ1(x) не имеет нулей бесконечного порядка в точках, где плотность положительна.
В частности, для максимального оператора M, ассоциированного с аналитической гипер-

поверхностью S, показатель ограниченности p(S) является конечным числом тогда и только
тогда, когда для S выполняется соотношение Λ1 	≡ 0.

Следствие 9.1 является обобщением теоремы С.Д. Согги. Он доказал, что если S— гладкая
гиперповерхность и Λ1 	= 0, то максимальный оператор ограничен в Lp при p > 2.

10. МАКСИМАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ, АССОЦИИРОВАННЫЕ С ВЫРОЖДЕННЫМИ ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯМИ

В этом заключительном разделе мы рассмотрим оценку максимальных операторов, ассоциро-
ванных с вырожденными гиперповерхностями. Это такие гиперповерхности, для которых ранг
нормального отображения всюду не превосходит единицы.

Теорема 10.1. Пусть S—гладкая гиперповерхность, удовлетворяющая условию Λ2 ≡ 0, а
также условию трансверсальности в каждой точке носителя плотности 0 � ψ ∈ C∞

0 (S), и

hψ(S) := sup
x∈supp(ψ)

hx(S).

Тогда для любого p > hψ(S) максимальный оператор M ограничен в Lp(Rn+1). Более того,
если ψ(x0) > 0, то для любого числа p, принадлежащего интервалу (1, hx0), максимальный
оператор M неограничен в Lp(Rn+1). При этом, если S—аналитическая гиперповерхность в
точке x0 и ψ(x0) > 0, то для p = hx0(S) максимальный оператор M также неограничен в
Lp(Rn+1).

Доказательство. Снова ограничимся исследованием максимального оператора, когда носитель
плотности находится в достаточно малой окрестности фиксированной точки. Следовательно, мо-
жем предполагать, что гиперповерхность задана в виде графика функции 1 + φ. Как известно,
поведение максимальных операторов инвариантно относительно линейной замены переменных про-
странства R

n+1. С другой стороны, согласно теореме 5.2, функция φ приводится к следующему
специальному виду:

φ(x) = xh1g(x) +
h−1∑
j=0

xj1gj(x2, . . . , xn),

где g(x)—бесконечно гладкая функция, такая что g(0) 	= 0, а также {gj(x2, . . . , xn)}h−1
j=0 —беско-

нечно гладкие плоские функции в нуле. Теперь, применяя теорему 7.1, получим, что при p > h(φ)
максимальный оператор M ограничен в Lp(Rn+1).

Наконец, докажем неограниченность максимального оператора M в Lp(Rn+1) при 1 < p <
h(φ). Согласно необходимому условию ограниченности максимальных операторов [33], достаточно
доказать соотношение ∫

U

dx

|φ(x)| 1p
= ∞

при p < h. При доказательстве этого соотношения используем следующую лемму.

Лемма 10.1. Пусть γ—вещественное число, удовлетворяющее условию

1

h
< γ <

1

h− 1
,

и ρ(b) � 1, где

ρ(b) := |b0|+ |b1|
h−1
h + . . .+ |bh−2|

2
h .
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Тогда существует положительное число c такое, что справедливо следующее неравенство:
1∫

0

dx1

|xh1 +
h−2∑
j=0

bjx
j
1|γ

� c

ρ(b)γ−
1
n

.

Доказательство. Фактически справедлива аналогичная оценка сверху. Это утверждение можно
рассмотреть как аналог результатов Дж.Дж. Дейстермата [22]. В рассматриваемом интеграле
сделаем замену переменных, заданную растяжением x1 = ρ(b)

1
h y1 и получим:

1∫

0

dx1

|xh1 +
h−2∑
j=0

bjx
j
1|γ

= ρ(b)
1
n
−γ

ρ(b)−
1
h∫

0

dy1

|yh1 +
h−2∑
j=0

b̃jy
j
1|γ

,

где

b̃j :=
bj

ρ(b)
h−j
h

.

Заметим, что для любого b 	= 0 выполняется равенство ρ(b̃j) = 1. Поскольку ρ(b̃j) = 1, то

yh1 +
h−2∑
j=0

b̃jy
j
1

—равномерно ограниченная функция при y1 ∈ [0, 1]. Таким образом, мы имеем:

ρ(b)
1
n
−γ

ρ(b)−
1
h∫

0

dy1

|yh1 +
h−2∑
j=0

b̃jy
j
1|γ

� ρ(b)
1
n
−γ

1∫

0

dy1

|yh1 +
h−2∑
j=0

b̃jy
j
1|γ

� Cρ(b)
1
n
−γ .

Что и требовалось доказать.

Следующее утверждение является простым следствием теоремы о приведении нормальной фор-
мы функции (см. [2], а также [18, теорема 7.5.13, с. 247]).

Лемма 10.2. Пусть бесконечно гладкая функция φ(x) имеет вид

φ(x) = xh1g(x) +
h−1∑
j=0

xj1gj(x2, . . . , xn),

где g(x)—бесконечно гладкая функция, удовлетворяющая условию g(0) 	= 0, а также
{gj(x2, . . . , xn)}h−1

j=0 —бесконечно гладкие плоские функции в нуле. Тогда в некоторой окрестно-
сти нуля существует бесконечно гладкая функция X1 = X1(x1, x2, . . . , xn), удовлетворяющая
условиям

X1(0) = 0, ∂1X1(0, . . . , 0) 	= 0,

и выполняется соотношение

φ(x1(X1, x2, . . . , xn), x2, . . . , xn)) = ±Xh
1 +

h−2∑
j=0

Xj
1bj(x2, . . . , xn),

где x1 = x1(X1, x2, . . . , xn)—обратная функция, причем {bj}h−2
j=0 —бесконечно гладкие плоские

функции в начале координат.

Теперь покажем, что для функции

φ(x) = xh1g(x) +
h−1∑
j=0

xj1gj(x2, . . . , xn)
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в любой достаточно малой окрестности нуля U имеет место соотношение∫

U

dx

|φ(x)| 1p
= ∞

при только p < h. Действительно, в интеграле∫

U

dx

|φ(x)| 1p

можем считать, что U = [−δ, δ]n для некоторого достаточно малого положительного числа δ. Теперь
используем замену переменных

x1 = x1(X1, x2, . . . , xn), x2 = X2, . . . xn = Xn

и согласно лемме 10.2 имеем:∫

U

dx

|φ(x)| 1p
=

∫

V

|∂1x1(X1, X2, . . . , Xn)|dX
| ±Xh

1 +
h−2∑
j=0

Xj
1bj(X2, . . . , Xn)|

1
p

.

Теперь предположим, что h − 1 < p < h. Так как в некоторой окрестности нуля выполняется
следующая оценка снизу:

|∂1x1(X1, X2, . . . , Xn)| � ε > 0,

то, применяя лемму 10.1, получим:∫

U

dx

|φ(x)| 1p
� C

∫

[−δ,δ]n−1

dX2 . . . dXn

(|b0(X2, . . . , Xn)|+ |b1(X2, . . . , Xn)|h−1
h + . . .+ |bh−2(X2, . . . , Xn)| 2h )

1
p
− 1

h

.

Поскольку {bj}h−2
j=0 —бесконечно гладкие плоские функции в начале координат, то последний ин-

теграл расходится для любого p < h. Для аналитических функций соответствующий интеграл
также расходится при p = h(φ). Таким образом, согласно результатам работы [33], максимальный
оператор неограничен в Lp(Rn+1) при 1 < p < h(φ) для гладких гиперповерхностей. При этом, ес-
ли φ аналитична, то соответствующий максимальный оператор также неограничен в Lh(φ)(Rn+1).
Что и требовалось доказать.

Заметим, что в случае, когда φ—бесконечно гладкая функция, удовлетворяющая условиям
теоремы 10.1, вопрос об ограниченности в Lp(Rn+1) максимального оператора M при p = h(φ)
остается открытым. В работе [33] приведен пример, когда при p = h(φ) максимальный оператор
ограничен в Lp(Rn+1). Таким образом, теорема 10.1 подтверждает гипотезу Иосевича—Соера для
вырожденных гиперповерхностей.

Аналогом результатов работы [27] является следующая теорема.

Теорема 10.2. Если S—бесконечно гладкая гиперповерхность в R
n+1, удовлетворяющая

условиям трансверсальности в каждой точке, Λ2 ≡ 0 и x0 ∈ S фиксированная точка, то
справедливы следующие равенства:

−βu(x0, S) = −β(x0, S) = γu(x
0, S) = γ(x0, S) = 1/h(x0, S) = 1/Px0(S).

Таким образом, задача, об Lp-ограниченности максимальных операторов для некоторого конеч-
ного значения p имеет окончательное решение. Однако проблема о точном значении показателя
ограниченности максимальных операторов в общем случае остается открытой.

Основные результаты настоящей статьи доложены на Узбекско-Израильской международной
конференции «Contemporary problems in mathematics and physics», проходившей в Ташкенте 6–10
октября 2017 года. Авторы благодарят академика А.С. Садуллаева и профессора Э.Х. Якубова за
полезное обсуждение полученных результатов.
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Abstract. In this paper, we obtain the criterion of boundedness of maximal operators associated with
smooth hypersurfaces. Also we compute the exact value of the boundedness index of such operators
associated with arbitrary convex analytic hypersurfaces in the case where the height of a hypersurface in
the sense of A.N. Varchenko is greater than 2. Moreover, we obtain the exact value of the boundedness
index for degenerated smooth hypersurfaces, i.e., for hypersurfaces satisfying conditions of the classical
Hartman—Nirenberg theorem. The obtained results justify the Stein—Iosevich—Sawyer hypothesis for
arbitrary convex analytic hypersurfaces as well as for smooth degenerated hypersurfaces. Also we discuss
some related problems of the theory of oscillatory integrals.
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